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Erste Vorlesung. 

Gegenstand der Optik. — Emissions- und ündulationstheorie. — Aberration. 

— Differentialgleichungen der Lichtbewegung in einem homogenen isotropen 
Medium. — Ihre Integration. — - Longitudinale und transvei-sale Schwingungen. 

— Ebene geradlinig polarisirte Lichtwellen Intensität. — Princip der Coexistenz 

kleiner Bewegungen. — Interferenz ebener Wellen. — Elliptisch und kreisförmig 
polarisirtes Licht. — Kugelförmige Wellen. — Interferenz kugelförmiger Wellen. 

— Der Fresnelsche Spiegelversuch. 

§ 1. 

Den Gregenstand der Optik bilden die Erscheinungen , die das Licht 
hervorbringt und die das Auge wahrnimmt. Es zeichnen sieb diese 
vor anderen physikalischen Erscheinungen durch ihre Mannigfaltig- 
keit und durch die Schärfe aus, mit der sie aufgefasst werden können. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung wird schon von demjenigen zuge- 
geben werden, der sein Auge nie anders als zu den Verrichtungen des 
gewöhnlichen Lebens gebraucht hat; aber evidenter noch tritt sie 
hervor, wenn man bedenkt, was Alles durch Fernröhre und Mikro- 
skope dem Auge sichtbar wird, wenn man die Erscheinungen der 
Interferenz und der Polarisation kennen lernt, von denen im gewöhn- 
lichen Leben nur selten eine Spur sich zeigt, die geeignete Apparate 
aber glänzend hervortreten lassen. 

Bei der Durchforschung des weiten Gebietes der Optik haben als 
Wegweiser vorzugsweise zwei Theorieen gedient, die Emissions- oder 
Emanaiionstheorie und die ündulationstheorie. Als der Schöpfer jener 
pflegt Newton (1643 — 1727), als der Begründer dieser Huyghens 
(1629 — 1695) genannt zu werden, obwohl Descartes schon vor Newton 
den Gedanken, welcher der Emanationstheorie zu Grunde liegt, aus- 
gesprochen hat, und von UooTce vor Huyghens behauptet ist, dass das 
Licht in Schwingungen bestehe. 

Nach der Emissionstheorie sendet ein leuchtender Körper fort- 
während kleine Theilchen, Lichtkörperchen, aus, die in geraden Linien 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit fortgehen, bis sie einen anderen 
Körper treffen, von dem sie zurückgeworfen werden, oder in den sie 
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2 Erste Vorlesnng. 

eindringen, um in veränderter Richtung ihren Weg fortzusetzen, und 
die, wenn sie in unser Auge gelangen, durch den Stoss, den sie 
auf die Retina ausüben, die Empfindung des Lichtes erregen. Die 
Undulationstheorie geht, wie ihr Name schon sagt, von der Hypothese 
aus, dass das Licht in Schwingungen besteht, in den Schwingungen 
eines Mittels, das man Lichtäther genannt hat, das die Räume erfüllt, 
die wir leer nennen, und das sich in allen Körpern zwischen den 
wägbaren Molekülen befindet, aus denen man sich diese zusammen- 
gesetzt denkt. 

§2. 

Nahe anderthalb Jahrhunderte war die Emanationstheorie die 
allgemein angenommene; jetzt ist sie durch die Undulationstheorie 
verdrängt, der hauptsächlich die Arbeiten von Thomas Young und 
Fresnel, die in die ersten Decennien unseres Jahrhunderts fallen, 
den Sieg verschafft haben. Trotzdem aber verdient sie auch jetzt 
noch erwähnt zu werden , da sie von gewissen Erscheinungen in sehr 
einfacher Weise Rechenschaft giebt. Vor Allem gehört hierher die 
auffallendste aller optischen Thatsachen, die Thatsache, dass das 
Licht in geraden Linien sich fortpflanzt, dass es aus Strahlen 
besteht. Nach dieser Theorie ist nämlich eine Metallplatte für die 
Lichtkörperchen undurchdringlich, befindet sich also vor ihr ein 
leuchtender Punkt, so herrscht hinter ihr Dunkelheit; wird in ihr 
eine Oeffnung angebracht, so wird gewissen Lichtkörperchen der 
Weg frei gemacht, und diese bewegen sich dann gerade so, als ob der 
ganze Schirm nicht vorhanden wäre; wir haben hinter diesem einen 
Lichtstrahl, wenn die Oeffnung als unendlich klein bezeichnet werden 
darf, ein Strahlenbündel bei endlicher Oeffnung. 

Im Jahre 1676 entdeckte Olaf Römer, ein Däne, dass das Licht 
Zeit zu seiner Fortpflanzung braucht; aus seinen Beobachtungen 
über die Verfinsterungen der Jupitersmonde konnte er schliessen, 
dass das Licht 15 Minuten gebraucht, um den Durchmesser der Erd- 
bahn zu durchlaufen; daraus berechnet sich die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des Lichtes zu etwa 40000 geographischen Meilen in 
der Sekunde. Es war auch die Entdeckung Römers eine Bestätigung 
der Hypothese der Emissionstheorie. 

Aus der Thatsache, dass das Licht zu seiner Fortpflanzung Zeit 
gebraucht, erklärte sich auch im Sinne der Emanationstheorie die 
1727 von dem englischen Astronomen Bradley entdeckte Erscheinung, 
die mit dem Namen der Aberiation belegt worden ist. Bradley fand, dass 
die Richtung, in der ein Fixstern uns erscheint, in gewissem Grade 
von der Bewegung der Erde beeinflusst ist, so dass im Laufe eines 
Jahres jeder Stern eine kleine geschlossene Bahn an der Himmels- 
kugel zu beschreiben scheint. Vom Standpunkte der Eraissionstheorie 
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wird diese Erscheinung leicht verständlich durch ein oft angeführtes 
Gleichniss: Man denke sich ein SchiflF, welches in der Richtung 
seiner Länge fortschreitet, und eine Kanonenkugel, welche etwa senk- 
recht zu dieser Richtung und horizontal gegen dasselbe abgefeuert 
ist. Die Kugel durchbohrt das Schiff und macht zwei Löcher in 
seinen beiden Seitenwänden. Die Richtung der Verbindungslinie der- 
selben werden die auf dem Schiffe befindlichen Menschen für die Richtung 
halten, in der das Geschütz aufgestellt ist; diese beiden Richtungen wür- 
den aber nur dann genau übereinstimmen, wenn das Schiff stillgestanden 
hätte; da es sich vorwärts bewegte, während die Kugel seinen Rumpf 
durchflog, müssen sie einen Winkel mit einander bilden, der durch 
das Verhältniss der Geschwindigkeiten von Schiff und Kugel bedingt 
ist. Dem Schiff entspricht die Erde oder genauer das optische In- 
strument, mit dem der Stern beobachtet wird und das die Bewegung 
der Erde theilt, der Kugel ein jedes von den Lichtkörperchen, welche 
das Gestirn uns zusendet; wegen der Bewegung der Erde scheinen 
diese aus einer andern Richtung zu kommen, als die ist, aus der sie 
wirklich kommen; der Winkel zwischen beiden Richtungen hängt 
von dem Verhältniss zwischen der Geschwindigkeit der Erde und der 
des Lichtes ab. Man muss gestehen, dass die Undulationstheorie 
auch heute noch nicht im Stande ist, die Aberration, wie der genannte 
Winkel heisst, in gleich befriedigender Weise zu erklären. 

Die Gesetze, welche die Richtungen der Strahlen beherrschen, 
die durch Reflexion und durch einfache Brechung an der Oberfläche 
eines Korpers, eines Glaskörpers z. B. entstehen, leitete Newton aus 
der Annahme von Kräften ab, welche die Moleküle des Körpers auf 
die Lichtkörperchen ausüben, wenn diese in unmessbar kleiner Ent- 
fernung von der Oberfläche sich befinden. Aber schon die Erklärung 
der Thatsache, dass zugleich ein reflektirter und ein gebrochener Strahl 
sich bildet, machte ihm grosse Schwierigkeiten; er musste annehmen, 
dass ein jedes Lichtkörperchen periodisch seinen Zustand wechselt, 
so dass es bald leichter reflektirt, bald leichter durchgelassen wird, 
dass es, wie man sich ausgedrückt hat, abwechselnd Anwandkmgen 
des leichteren Durchgangs und der leichteren Reflexion hat. Je ge- 
nauer man die optischen Thatsachen kennen lernte und je mehr man 
sich bemühte, die Emissionstheorie mit ihnen in Einklang zu bringen, 
um 80 zahlreicher, verwickelter und unklarer wurden die Hypothesen, 
die zu Hülfe gezogen werden mussten. So hätte man die Emissions- 
hypothese aufgeben müssen, selbst wenn es Foucatät (i. J. 1854) nicht 
gelungen wäre, eine nothwendige Annahme derselben durch directe 
Beobachtung zu widerlegen, die Annahme nämlich, dass sich das Licht 
im Wasser schneller fortpflanzt als in der Luft. Um so mehr können 
wir aber darauf verzichten, diese Theorie näher zu betrachten. Es ist 
vielmehr die Undulationstheorie, mit der wir uns in diesen Vorlesungen 

1* 



4 Erste Vorlesung. 

beschäftigen wollen; aus Annahmen von bewunderungswürdiger Ein- 
fachheit erlaubt diese, die grosse Mehrzahl der optischen Erschei- 
nungen^ die die Erfahrung kennen gelehrt hat^ zu entwickeln. 

§3. 

Wir gehen also von der Annahme auS; dass das Licht in 
Schwingungen^ in Schwingungen des Aethers besteht. Der Schall 
besteht in Schwingungen der Luft. Der Schall geht in der Sekunde 
etwa durch 1000 Fuss, das Licht durch 40000 Meilen; da nun die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Bewegung in einem Mittel um so 
grösser ist, je kleiner seine Dichtigkeit und je grösser seine Elasticität 
ist, so werden wir uns den Aether im Vergleich mit der Luft als 
von geringer Dichtigkeit und grosser Elasticität vorzustellen haben. 
Einem Tone von bestimmter Höhe kommt eine gewisse Schwin- 
gungsdauer zu, einem solchen Tone entspricht Licht von gewisser 
Farhe^ das auch eine bestimmte Schwingungsdauer hat. Bei einem 
Tone von mittlerer Höhe werden in der Sekunde einige hundert 
Schwingungen ausgeführt, bei Licht von mittlerer Farbe aber mehrere 
hundert Billionen. Zu diesen Unterschieden zwischen den Schall- 
und den Lichtschwingungen kommt noch ein anderer: Die Schall- 
schwinguugen sind sogenannte iongKuähiale ] nur solche kennen wir 
beiden Flüssigkeiten, bei den tropfbaren, wie bei den gasförmigen. 
Die Liclitschwingungen aber sind, wie aus den Polarisationserschei- 
uungen hat geschlossen werden müssen, transversale. Wir kennen 
solche nur bei den festen Körpern, wir müssen also schliessen, dass 
der Aether in Bezug auf die Lichtbewegung sich wie ein fester 
Körper verhält. Dass dies trotz der geringen Dichtigkeit der Fall 
ist, die wir dem Aether zuschreiben, können wir als eine Folge der 
Schnelligkeit der Lichtschwingungen ansehen. Bei so schnellen 
Schwingungen würde auch bei der Luft und beim Wasser die charakte- 
ristische Eigenschaft der Flüssigkeiten, in Folge deren nur longitu- 
dinale Schwingungen möglich sind, nämlich die Gleichheit des Druckes 
in verschiedenen Richtungen, aufhören; es würden auch diese wie 
feste Körper sich verhalten. 

Wir untersuchen zuerst die Lichthewegung im leeren Räume 
oder in einem homogenen^ isotropen Körper^ wie Luft, Wasser, 
Glas; wir nehmen an, dass der Aether hier selbst als homogener, 
isotroper, fester Körper angesehen werden kann, auf dessen Theile 
keine Kräfte wirken, ausser denjenigen, die seine Elasticität be- 
dingen, und gehen aus von den Gleichungen, die für die unendlich 
kleine Bewegung eines solchen gelten*), o:, y, z nennen wir die 

•) Für die Herleitung dieser Gleichungen vergl. z. B, Kirchhoff, Vorlesungea 
über Mechanik, XI. Vorlesung, bes. § 7. 



§ 3. Lichtbewegung iu einem homogenen, isotropen Körper. 5 

Coordinateu der Gleicbgewichtslage eines seiner materiellen Punkte, 
Uf V, w die Componenten der unendlich kleinen VerrQckung desselben 
zur Zeit t. Wir setzen: 

dx "*" ay "*" d2 



= _ 2A' ?" - Lc Xy = r, = - A'(f- + 1^). 



Es bezeichnen dann: 6 die räumliche Dilatation ^ A^ und L die Gon- 
stauten der Elasticität des Aethers; Äx, J^^, , . . Z, die durch die 
Verschiebung erzeugten Druckcomponenten. Nennt man noch fi die 
Dichtigkeit des Aethers, so hat man bekanntlich: 
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Substituirt man für die Drackcomponenten ihre Werthe aus 
werden diese Gleichungen: 
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wobei allgemein z// för (^-^ + f r "1" ^ f) geschrieben ist; oder 

wenn wir 

K „ K+L 



setzen : 
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|^ = «^zr« + (.^-«oj^ 






Für o folgt hieraus: 
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(2b) 
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Es ist leicht; partikuläre Lösungen der Gleichungen (2a) und 
(2b) für <y, g, ?y, g zu finden; sind diese bekannt, so bedarf es aber 
noch neuer Integrationen, um u, v, w zu ermitteln. Leichter findet 
man auf einem andern zuerst von Clebsch*) bemerkten Wege parti- 
kuläre Lösungen der Gleichungen für u^ Vy w. Man hat nur 

^ '^ dx "^ dy dz 

dP , du dw ,oN 

V = -?, - -A 5 . — (o) 

dy ' dz ex ^ ^ 

dz ^ ox cy 

zu setzen, P gemäss der Gleichung 

|# = JMi> (4) 

ZU wählen und für (/, V, W Lösungen der Gleichung 

-J; = a^^<p (5) 

ZU nehmen. Dass die so bestimmten Functionen w, v, t^ den Diffe- 
rentialgleichungen (2) genügen, zeigt sich leicht; es ist dann nämlich: 

d^u __ a_avp _, d d'w __ d d^v ^y^dJP , .djw ^dJV 

dt* dxdt^'^cy dt* dz'dt* ^ dx "1" dy dz' 

dx ' 
dj ^ 

dx 

*) Ciebsch, lieber die Reflexion an einer Kugelfläche. Borchardt's Journal 
für die reine u. angew. Math. Bd. 61. 
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§ 3. LoDgitudinale und transversale Schwingungen. ^ 

woraus sich die Gleichung (2) für u ergiebt; ähnlich folgen diejenigen 
für V und w. Dieselben Functionen ergeben aber, wie Clebsch a. a. 0. 
nachgewiesen hat, auch die allgemeine Lösung jener DiflFerentialglei- 
chungen, d. h. man kann die Functionen P, U, l\ W den Gleichungen 
(4) und (5) gemäss stets so bestimmen, dass die Gleichungen (3) eine 
jede Lösung von (2) darstellen. 

Eine Bewegung, die durch die Clebsch'schen Ausdrücke für 
2/, V, %o darstellbar ist, kann angesehen werden als zusammengesetzt 
aus zweien, von denen die eine durch P, die andere durch ^, F, W 
bestimmt ist. Für die erste ist 

dF dP , dP ,ßv 

"= dx^ '= cy'"^-- dz"^ (6) 

die Differentialgleichungen lauten in diesem Falle: 

^*^ J.2 ^ dv du f^ 

(^t* » ex dy 

Da in diesem Falle die Coraponenten der Drehung verschwinden, 
während die räumliche Dilatation ö von Null verschieden ist, so 
erkennt man, dass bei dieser Bewegung keine Drehungen, wohl aber 
Dichtigkeitsänderuugen stattfinden. 
Für die zweite Bewegung ist 

"'" '" i. «-0, (7) 

hier treten keine Dichtigkeitsänderungen, wohl aber Drehungen auf. 
Man nennt jene eine longitudinale y diese eine transversale Be- 
wegung; es werden sich diese Namen bei der Betrachtung specieller 
Fälle rechtfertigen. Die Lichtbewegungen, so nehmen wir an, sind 
ausschliesslich von der zweiten Art; die Differentialgleichungen für 
sie können wir also nach (2) und (7) schreiben: 

-^^a^^u 

d^v 

^^* (7a) 

cx '^ (iy '^ c2 
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§4. 

Untersuchen wir zunächst näher eine einfache Bewegung der 
ersten Art, für welche nämlich P von x und y unabhängig ist; die 
Gleichung (4) für P wird dann: 

dt' ~" dz^ ' 

ihr allgemeines Integral ist bekanntlich (vgl. z. B. Mech. XXIII. 
Vorles. § 2) 

P = f(z-bt) + F{z + ht), 

wo f und F willkürliche Functionen bedeuten ; wegen (6), folgt daraus 
u = 0, v = Oy w=^f'{z'-'bt)'\-F'{z-{'bl) (8) 

t/ = Wj + w.., , V == t;i + t'2 > 10 = w^ -{- w.^ , 



oder 
wenn 



(8a) 



Wj = 0, ^1 = 0, Wi = f {z — ht) 

u.2 = 0, v.^ = 0, w^ = F'{z + ht) 

gesetzt wird. Die Bewegung kann also in diesem Falle angesehen 
werden als zusammengesetzt aus den beiden einfacheren in (8 a). Bei 
beiden hängen die Verrückungen von z und t allein ab, sind also in 
jedem Augenblick dieselben für alle Punkte einer zur a:y -Ebene 
parallelen Ebene. Durch die Gleichungen (8) werden daher zwei ebene 
zur a:y- Ebene parallele Wellensysteme dargestellt. Setzt man ferner 
in (8a) /+ 1 an Stelle von / und zugleich z -{- h beziehungsweise 
z — & für z, so bleiben die Verrückungscomponenten der ersten be- 
ziehungsweise der zweiten Bewegung ungeändert. Jene Wellensysterae 
schreiten also beide mit der gleichförmigen Geschwindigkeit h fort, 
und zwar die erste in der Richtung der positiven, die zweite in der 
Richtung der negativen z- Achse; da die Richtung der Verrückungen 
die der Fortpflanzung der Wellen oder die dieser entgegengesetzte 
ist, so nennt man eine solche Bewegung eine longiiudinale. 

Man findet leicht eine Bewegung der zweiten Art von gleicher 
Einfachheit. Man setze 

und nehme V von x und y unabhängig an; für V hat man dann: 

dt^ dz* ' 

also 

r= ^ /-{z^at)- F{z + ai), 

und es ergiebt sich aus (7): 

u=/'\z — at) + F'{z + at), t; = 0, w=0. 

Durch diese Gleichungen sind zwei ebene Wellensysteme dargestellt, 
die mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der positiven und der 
negativen z -Achse fortschreiten; die Richtung der Verrückung ist die 



§ 4. Ebene geradlinig polarisirte Lichtwellen. 9 

der a;- Achse, ist also parallel der Wellenebene, senkrecht zur Fort- 
pflanzungsrichtung; daher heisst die Bewegung eine transversale. 
Indem wir diesen Fall noch weiter specialisiren, können wir setzen : 

w = ^ sin(-~^ + <j)2jr, t; = 0, m; = 0, 

oder wenn 

X=aT 
gesetzt wird: 

tt = ^sin(y - | + (J)2ä, v = 0, w = 0. (9) 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Bewegung pflanzt sich also 
mit der Geschwindigkeit a in der Richtung der positiven z- Achse 
fort; sie ist in Bezug auf z und auf t periodisch mit den Perioden 
A und 7, es giebt also l die Länge einer Welle, T die Dauer einer 
vollständigen Schwingung. 

Durch die Gleichungen (9) wird eine gewisse Lichtbewegung dar- 
gestellt; das Licht kommt dann von einem leuchtenden Punkt, für 
den z= — cx) ist; man nennt X A\e Wellenlänge des Lichtes, T seine 
Schwingungsdauer und a seine FortpflanzungsgeschwindigTceit. Durch 
den Werth der Constanten T , d. h. durch die Schwingungsdauer 
des Lichtes ist seine Farbe gegeben (vgl. § 3), die hier betrachtete 
Bewegung entspricht also Licht von bestimmter Farbe oder homo- 
genem Licht; endlich bewegen sich die Theilchen stets in derselben 
Richtung, nämlich in der der o;- Achse, man nennt daher jenes 
Licht polarisirt und zwar geradlinig polarisirt. Es herrscht eine Ver- 
schiedenheit der Meinung darüber, ob die experimentell bestimm- 
bare Polarisationsebene die xz- oder die yz- Ebene ist, ob die 
Schwingimgen also in der Polarisationsebene oder senkrecht zu ihr 
erfolgen. Wir kommen später*) auf diese Frage zurück; wir wollen 
der ersten Ansicht folgen. Der Winkel 

heisst die Phase ^ die den Werthen von z und t entspricht, die Grösse 
A die Amplitude der Schwingung. Von dieser hängt die Intensität 7 des 
Lichtes ab. Als Maass derselben führen wir den Mittelwerth des Qua- 
drates der Verrückung eines Aethertheilchens ein; d. h. es ist hier 



J=^l^fu^dt==^~ß 



sm'^^dt = 





»o-'^'t 


A^ 


fsin^^d^^-' 


ÜTT 1 


1 '^ 



wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. 

•) Vgl. VIII. Vorlesung § 1. 
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Man pflegt die Intensität auch als den Mittelwerth der leben- 
digen Kraft eines AethertbeilchenS; in diesem Falle also als den halben 
Mittelwerth des Quadrates der Geschwindigkeit desselben zu definiren; 
der so bestimmte Werth der Intensität unterscheidet sich von dem oben 
erklärten nur durch einen Factor, der bei derselben Farbe constant 
ist. In der That erhalten wir hiernach 



r/(?:)''"-4Y-' 



Hier schon ist darauf aufmerksam zu machen, dass die Folgerungen 
aus den Annahmen, welche wir gemacht haben, nicht vollständig 
mit der Erfahrung in Uebereinstimmung sind. Aus unseren Be- 
trachtungen hat sich nämlich ergeben: 

1) dass die Intensität ebener Lichtwellen überall dieselbe ist, 

2) dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit verschiedenfarbiger 
Lichtwellen in demselben Mittel dieselbe ist. 

Beides ist der Erfahrung gemäss richtig im leeren Räume, aber 
nicht genau in den durchsichtigen Körpern; hier findet Absorption 
und Dispersion statt. Beide Erscheinungen sind zuverlässig auf die- 
selbe Grundursache zurückzuführen, auf den Einfluss nämlich, den 
die wägbaren Theile der Körper auf die Bewegung des Aethers aus- 
üben. Wir sehen für jetzt von diesem Einfluss und damit Ton Ab- 
sorption und Dispersion ab, werden aber in der zehnten Vorlesung 
ausführlich auf die Theorie dieser Erscheinungen eingehen. 

§5. 

Wir haben Ausdrücke für die Verrückungen u, v, w bei dem 
einfachsten Falle ebener Lichtwellen aufgestellt; es ist leicht, diese 
zu verallgemeinern. Die Differentialgleichungen für die Verrück- 
kungen bei einer Lichtbewegung sind linear und homogen (eine 
Folge davon, dass die Verrückungen als unendlich klein ange- 
nommen sind); daraus folgt, dass, wenn wir zwei Werthsysteme 

Wj, r,, w^ und w^, ^3, W2 

haben, die ihnen genügen, ihnen auch durch * 

w = w, -(- w.^ , V = v^ -\- Vj, w = Wi -{- W2 

genügt wird, dass diesen Gleichungen gemäss aus zwei Licht- 
bewegungen also eine neue zusammengesetzt werden kann. Es pflegt 
dieser Satz das Princip der Coexistenz Jcleiner Bewegungen genannt zu 
werden. Wir wollen ihn auf einige einfache Beispiele anwenden. 



(10) 



§ 6. Princip der Coexistenz kleiner Bewegungen. H 

Es sei zunächst: 

wi = ^,sin(y - y + d,)2;r v,=0 u;,=0, 

«2 = ^ sin (y — ^f + ^^2) 2^ V2 =0 t^^ »= 0. 

Diese Gleichungen stellen zwei Wellensysteme von derselben Rich- 
tung, derselben Farbe und derselben Polarisationsebene dar; man 
sagt von ihnen, sie haben 

den Phasenunierschied (ß^ — d^)27t^ 

den Gangunterschied (dj— ö,)A, 

die relative Verzögerung — {Ö2 — dj T. 
Wie man leicht erkennt, giebt die erste dieser Zahlen die Diffe- 
renz der beiden Phasen an, welche ein bestimmter Punkt zu einer 
bestimmten Zeit bei beiden Bewegungen besitzt, die zweite den Orts- 
unterschied zweier Punkte, die zu derselben Zeit gleiche Phase 
haben, die dritte endlich giebt die Zeit an, nach welcher ein Punkt 
bei der ersten Bewegung dieselbe Phase besitzt, wie sie derselbe bei 
der zweiten hatte. Alle drei Zahlen sind von z und / unabhängig; 
da ferner beide Bewegungen periodisch sind, so behalten jene Zahlen 
die soeben angegebene Bedeutung, wenn man die erste, zweite und 
dritte bezieh lieh um beliebige ganzzahlige Vielfache von 2;r, A und T 
vermehrt oder vermindert. 

Für die resultirende Lichtbewegung ist dann 

w = «1 + «2 = -«4 sin(-| Y + d)2:n:, r = 0, w; = 0, 

wenn A und d aus den Gleichungen 

A cos d27C = Ai cos d.27t 4- A^ cos d^27C 

A sin d23r = ^, sin dj2;r + A^ sin d., 2;r ^ ^ 

bestimmt werden. Die beiden Wellensysteme setzen sich also zu 
einem von derselben Richtung, Farbe und Polarisationsebene zu- 
sammen. Die vorstehenden Gleichungen zeigen, wie man die Am- 
plitude und die Phase desselben durch eine einfache Construction 
finden kann. Zeichnet p. ^ 

man nämlich von einem 
beliebigen Anfangs- 

punkte aus eine gerade 
Linie, zieht man ferner 
von demselben Punkte 
aus zwei Strecken gleich 
A^ und A^, welche mit 
jener die Winkel S^27C 
und 6^2 7C bilden, vervollständigt man endlich das durch den Anfangs- 
punkt und die Endpunkte von A^ und A2 gebildete Dreieck zu einem 
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Parallelogramm, so ist A die durch den Anfangspunkt gehende 
Diagonale desselben, 827t der Winkel, den sie mit jener geraden 
Linie einschliesst. Diese elegante Construction rührt von Fresnel her. 
Aus (11) ergiebt sich 

A^ = ^,2 _|. ^2 ^ 2A^A^ cos(d2 — d,)2;r. 
Bezeichnet also h eine beliebige ganze Zahl, so ist hiernach 
^2 ^ ^2 ^ ^^2^ ^enn d^ — *j «= ^^ + ^ 
^2 ^ (^^ +^2)S wenn d^ — d, = Ä 
^- = (^, — u42)'^, wenn ö.^ — ^\ = "~~v~" * 

Danach geben die beiden Wellensysterae, je nach ihrem Phasenunter- 
schiede, eine verschiedene Intensität; man sagt, sie interferiren mit 
einander. 

Wir nehmen zweitens an: 

t/, = ^iSin(y-~ + *i)2^, v,=0, w^=0 

Mj «= 0, V2^=B2 sin (y — "r "f" *?)2^; ^2 = 0. 

Durch diese Gleichungen sind zwei Wellensysteme dargestellt, deren 
Polarisationsebenen senkrecht auf einander stehen. Für die resul- 
tirende Lichtbewegung ist 

w == w, = i^, sin (y -^^ + S^J 2% 

V = v^ = B.y sin (y — ji + ^2)2^? 
w =0. 

Man nennt das resultirende Licht elliptisch poJarisirt. Aus 

^ sin djS^ — ^- sin *,2;r = sin (dj — d,)2jr sin(y — j)2flp 
-^ cosd^ä^r — -^- cos d,2;r = sin (d, — 0^)2^ cos(|- — fj^^ 

folgt nämlich durch Elimination von t als Gleichung der Bahn eines 
Aethertheilcheus 

(i)' + (0 - 2^ cos (d, - d,) 2;r =sinn*2 - *.)2>r, 

diese Bahn ist also eine Ellipse. Bilden wir die Intensität des 
resultirenden Lichtes: 

T TT 

\-C («' + f») dl = ^^Ju.^ät + -ir A/d/ = /, + /j, 

Ü 

so sehen wir, dass diese sich immer gleich der Summe der Intensi- 
täten 7, und 3^ der beiden einzelnen Wellensysteme ergiebt. Senk- 



§ 5. Elliptisch und kreisförmig polarisirtes Licht. 13 

recht aufeinander polarisirte Wellensysteme interferiren also nicht, 
welches auch ihr Phasenunterschied sein möge. 

Das resultirende Licht ist Tcreisförmig oder circular polarisirt, 
d. h. die Bahn eines jeden Aethertheilchens ist ein Kreis ; wenn 

A^ = B^ und zugleich 8^ — 8^^ ~^- ^ , 
und zwar ist 



^, .in (i- {. + *,) 2» 

^2 — d, = — f - 



u = 

wenn 



V = Ay cos (y — Y + 8^271 

und (13) 

w = A. sin (t; rii + ^i ) 2:nr 

wenn ^2 - *, = ——. 

In beiden Fällen ist die Geschwindigkeit eines Aethertheilchens 



y® 



wenn 8^ — ^i = /* 



j. SS 2/4+1 

wenn 02—0^ = — -J — 



^^^) + (v|j constant und dieselbe 5 die Richtung der Bewegung 

aber ist eine entgegengesetzte. Man unterscheidet hiernach rechts 
und links circular polarisirtes Licht 

Das resultirende Licht ist geradlinig polarisirt, wenn 

*2 — dj == _, 
und zwar ist 

w = Ay sin ( — rp -j- d,^ 2 ;r 

V = B.^ sin (| — -f + 8^2% 
und (14) 

u= A^ sin (y — 5^ + d,) 2;r 

t; = -- ^2 sin (y — Y + *i)2;r 

Der zweite Fall kann auf den ersten reducirt werden, entweder 
dadurch, dass man die Richtung, in der v positiv gerechnet wird, 
in die entgegengesetzte verkehrt, oder dadurch, dass man positive 
und negative Amplituden zulässt. 

In dem ersten Fall (zu dem auch der Fall ä = gehört) ist 

u -4, ° ' 
wenn a das Polarisalionsazimuih der resultirenden Wellen, von 
der a:z- Ebene an gerechnet, bedeutet. Bedeutet A die Amplitude der 
resultirenden Wellen, d. h. das Maximum von Yü^-^-v'^, so ist 

Construirt man daher ein Rechteck mit den Seiten -4, und B.^j so ist A gleich 
der Diagonale desselben, und « ist der Winkel, den diese mit A^ bildet. 
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Die Welleu, deren Amplitude A und deren Polarisationsazimuth a 
ist, kann man auch zerlegen in die beiden Wellensysteme- von 
gleicher Phase, die nach der a;- Achse und der y- Achse polarisirt 
sind und die Amplituden 

A cos a und A sin a 

haben. Solche Zerlegungen werden sich als von der höchsten Wichtig- 
keit in den verschiedensten Theilen der Optik zeigen. 

Nach einer andern Richtung hin können wir die für den ein- 
fachsten Fall einer Lichtbewegung aufgestellten Gleichungen (9) 
verallgemeinern, indem wir die Grössen A und d, die wir in der 
Function f* als Constanten eingeführt haben, als Functionen von 
z — at, also für ein gegebenes z als Functionen der Zeit annehmen. 
Das müssen wir in der That, wenn die Gleichungen ebene, homo- 
gene, geradlinig polarisirte Lichtwellen, wie sie wirklich erzeugt 
werden können, darstellen sollen; bei diesen verändern sich näm- 
lich A und ö in weiten Grenzen innerhalb eines Zeitraumes, der 
für unsere Sinne unwahrnehmbar klein ist, in der complicirtesten 
Weise, man möchte sagen gesetzlos, aber doch so, dass sie noch für 
Zeiträume von vielen tausend Schwingungen als constant angesehen 
werden können. Das sogenannte natürliche Licht, das die selbst- 
leuchtenden Körper aussenden , ist aber auch nicht einmal polarisirt; 
die leuchtenden Punkte wechseln fortwährend die Richtung ihrer Be- 
wegung. Wir können das natürliche Licht ansehen als polarisirtes, 
dessen Polarisatiousebene fortwährend wechselt, so dass in einem 
Zeitraum, der für unsere Sinne unwahrnehmbar klein ist, keine 
Richtung über die andere überwiegt, dass trotzdem aber in einem 
Zeitraum von vielen tausend Schwingungen die Polarisationsebene 
als constant angesehen werden kann. 

§6. 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung hugelförmiger Wellen, 
d. h. solcher Wellen, welche sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
von oder nach einem im Endlichen liegenden Punkte, z. B. dem An- 
fangspunkte des Coordinatensjstems bewegen. Wir erhalten solche, bei 
denen Verdichtungen und keine Drehungen stattfinden, wenn wir in 

oP cF dP 

(X ' cy ' cz 



annehmen, dass P nur von t und r = }/x^ -|- y^ -|" ^^ abhängig ist. 
Man hat dann 



dP X dP y dP z 

CT r ^ er r ^ er r 

also 

XI : V : tv == X :y : z, 
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d. h. die Verrücküng hat die Richtung des Radius ; die Wellen 
heissen daher longitudinale. 

Wir erhalten Wellen ohne Verdichtungen, mit Drehungen, wenn 
wir in 

^dw_dv ^^?_iF =^^_^_^ 

cy dz ^ cz dx ' dx dy 

ü, V, W als nur von i und r abhängend annehmen; es ist dann 

_ ajT j/ _dV_z 
dr r ör r 

dU z dw X .--. 

dr r dr v ^ ^ 

_ dV X dU y 
dr r dr r * 

also 

«o; + t?y + ^^ = ^\ 

d. h. die Verrückung ist senkrecht zum Radius; die Wellen verdienen 
daher den Namen der transversalen. 

Die specielle Voraussetzung, welche wir eben über die Beschaffen- 
heit der Functionen ü y V , W gemacht haben , zieht eine beraerkens- 
werthe Eigenschaft -der durch die vorstehenden Gleichungen dar- 
gestellten Veränderung des Aethers nach sich. Wir stellen uns einen 
starren Körper vor, welcher eine unendlich kleine Drehung um eine 
durch den Coordinatenanfangspunkt gehende Achse erleidet. ^, i^? t 
seien die Componenten dieser Drehung, Uy v, w die unendlich kleinen 
Aenderungen, welche die Coordinaten Xy y, z eines Punktes des 
betrachteten Körpers durch sie erfahren; es ist dann bekanntlich 

u=^t,y — riZy V = lz — Ix, w ^ r]x — ly. 

Diese Ausdrücke sind von derselben Form wie die in (15) erhaltenen ; 
sie werden mit ihnen identisch, wenn man setzt: 

^ r cr^ ^ r dr ^ ^ r er ' 

Diese Gleichungen zeigen, dass die Verrückungen der Theile, für 
welche r = const. ist, in einer Drehung um den Anfangspunkt be- 
stehen, deren Componenten 

±1^, L^y, L^^J (15a) 

r dr ^ r dr ^ r dr ^ ^ 

Sind. 



Jede der Grössen V y Vy W soll der Gleichung 



genügen. Nehmen wir jetzt an, 'dass (p nur von t und r abhängt, so 
haben wir 
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r^cp dcp x^ d^q. 

dx'^ drV^ ex' 



(^q> d(p X d*(p d^fp X* . dfp /J_ ^*\ 



also 

mithin verwandelt sich die obige Gleichung in: 

dt^ '^ r er* ' 
oder in 

eine Gleichung von derselben Form, wie wir sie schon im § 4 zu 
behandeln hatten. Eine Losung derselben ist also: 

(p = y/'(r — af), 

wo /* eine willkürliche Function bedeutet. Eine Lichtbeweguug der 
einfachsten Art, die von dem Anfangspunkte der Coordinaten aus- 
geht, erhalten wir daher, wenn wir 

annehmen, wo wieder 

ist, mithin 

' dz ^ öy 

setzen; die Drehung der Kugelüächen r=const. findet dann nach (15a) 
immer um die o:- Achse statt; das Licht ist geradlinig polarisirt; die 
Schwingungsrichtung ist überall senkrecht zur o:- Achse und zu r. 
Es ist Ä für Licht von mittlerer (grüner) Farbe in der Luft unge- 
fähr die Hälfte eines Tausendtheiles eines Millimeters; wir können daher 
schon bei sehr massigen Werthen von r k als unendlich klein be- 
trachten. Bilden wir also die Ausdrücke für v und tv und behalten 
nach der Differentiation nur die Glieder höchster Ordnung bei, so wird : 

2n dr A . o. 

r ' (16) 

'in dr A . ^ ^ ^ 

X dy r ' 

wo zur Abkürzung: 

(-f-{.+«)2;r = * 
gesetzt ist. 

Die Litensität J wird hiernach: 

•'- -; /(«' + ■" + ■«') ■" - n. (e;)"+ ©') f /-' » ■"> 



ist also (rx) der Winkel, den der Radius r mit der positiven o: -Achse 
bildet, so ergiebt sich aus 
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für die Intensität der Werth 

J ^,— ' . const.; (17) 

dieselbe ist also umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent- 
fernung des Punktes vom Anfangspunkt und proportional dem Quadrate 
des Sinus desjenigen Winkels, den r mit der Drehungsachse bildet; 
sie erreicht daher ihren grössten Werth, wenn jener Winkel ein 
rechter ist. 

§7. 

Einen Ausdruck für U^ der sich auf einen leuchtenden Punkt 
allgemeinerer Art bezieht, erhalten wir, wenn wir den vorher für U 
angenommenen Ausdruck nach x^ y oder z einmal, oder wiederholt 
differenziren , jedesmal die Constanten A und a ändern und die Summe 
der so gebildeten Ausdrücke dem U gleichsetzen; denn diese Summe 

genügt, wie jeder ihrer Terme, der Gleichung r,^ = ä^^q>. Sie 

lässt sich sehr einfach schreiben, wenn man A als unendlich klein 
betrachtet und nur die Glieder höchster Ordnung beibehält; nämlich 

T «°« (t - i) 2« + r sin {{ - |,)2«, (18) 

wo D und />' aber variabel sind, nämlich von •^, -|^, ~, d. h. 

von der Richtung der Linie r abhängen. Man kann sich den all- 
gemeineren Ausdruck von ü aus dem vorher aufgestellten einfacheren 
auch dadurch abgeleitet vorstellen, dass man in diesem x,y, z durch 
x — x^y y — y,, — Z| ersetzt, ihn einmal oder wiederholt nach x^y^z^ 
differenzirt, jedesmal die Constanten A und a ändert, und die Summe 
der so erhaltenen Ausdrücke bildet. Das Resultat ist dann dasselbe 
wie vorher, da die DifPerentialquotienten nach a:, y, z abgesehen vom 
Vorzeichen den nach a;, y^ z, genommenen gleich sind. Bei dieser 
Ableitung erkennt man aber, dass der neue Ausdruck von ü an- 
gesehen werden kann als eine Summe von Ausdrücken der alten Form, 
die sich auf verschiedene aber unendlich nahe Anfangspunkte von r 
beziehen. Aehnliche Ausdrücke mit anderen Werthen der Coefficienten 
D, />' können wir auch für V und W annehmen und dann nach 



dW 


dv 


41 


du 


dW 






dV 


du 


dy 


di' 


V 


~ de ~ 


~dx > 


tu 




dx 


dy 



11 j Vy w berechnen. Berücksichtigt man hierbei wiederum nur die 
(Jlieder höchster Ordnung, so erhält man «inch für ?/, v, w Aus- 
drücke derselben Form, al>J0 

KiTclihol f. Optik. 2 
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K = A cos ({- - * ) 2« + ^ sin (-J- - *,) 2n 
t; = |^cos(^-l)2;r + 4^sm(^-|)2« (19) 

«; = -^ C08(f - ^)2« + f 8iii(-J -|)2«, 

WO A^ A\ Bj B\ Cj C von der Richtung der Linie r abhängen, 
in einer Weise, die ganz unbestimmt bleibt und bedingt ist durch 
die Bewegung des leuchtenden Punktes. Streng genommen werden, 
sich diese Grössen A^ A\ Bj B\ Cy C mit der Zeit ändern, aber 
yerhältnissmässig langsam, so dass sie für viele tausend Schwingungen 
als constant anzusehen sind. Für die Intensität / ergiebt sich, da 
2n in in 

^ Tcos^ ^dd^=^ Ain^ -9- ^-9- c= -1, Aos d sin -Ö" rfö- = 

*0 

ist, 

/= 2_ (^2 + ^'2 + 2?2 ^ 2?'2 + ^ +' C'^). (20) 

Es ist also / in jeder Richtung proportional mit -^ , d. h. umgekehrt 

proportional dem Quadrate der Entfernung des beleuchteten vom 
leuchtenden Punkte. Diese Proportionalität hat die Erfahrung er- 
geben, und dadurch ist die Annahme, die wir über die Intensität 
gemacht haben, gerechtfertigt. Ferner wird durch diese Gleichung 
ausgesprochen, dass die Lichtintensität mit der Richtung der Linie r 
in einer Weise variirt, die durch die Bewegung im leuchtenden 
Punkte bedingt ist. 

Denken wir uns nun zwei leuchtende Punkte von derselben 
Farbe an verschiedenen Orten; beziehen wir auf sie die beiden Indioes 
1 und 2, so dass wir haben: 

„,_i>„«.(i_92«+4-.i.(Q_|)2, 

". - 1 «" (t - i) 2 « + tr '■'■ (? - t) 2' • 

und die entsprechenden Gleichungen für Vjt^j, to^W2 bestehen. Dann 
sind nach § 5 

w =» t/, + «2, «^ = v, + t;2, m; = tt;, + w.2 

die Componenten der aus jenen beiden resultirenden Lichtbewegung; 
ihre Intensität / ist also: 

T 

J = -J.y*((«, + «,)* + (v, + v,f + («;, + w,y) dt 

u 

T 
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wo /j und /j ^'® Intensitäten bezeichnen, welche die leuchtenden 
Punkte einzeln an dem betrachteten Orte hervorbringen würden. Um 
das übrig gebliebene Integral zu berechnen, muss man die Formel 

und die drei entsprechenden bekannten Formeln der Trigonometrie 
benutzen, welche man aus ihr erhält, wenn man auf der linken 
Seite für einen oder für beide Cosinus den entsprechenden Sinus 

setzt. Diese Formeln sind dann mit -^ zu multipliciren und von 

bis T zu integriren; die ersten Glieder auf der rechten Seite ver- 
schwinden dann jedes Mal, die letzten aber nicht, und man erhält 

/ = /, + /j + 6? cos "^^ 2ä + ö'sin "^^2^, 

wo G und G' von den Längen r^^ r^ und den Richtungen dieser 
Linien, also überhaupt von x^ y, z abhängen. Da aber A in den 
Ausdrücken von G und G' nicht vorkommt, so ändern sich diese 
unendlich wenig, wenn der betrachtete Punkt auf irgend einer Linie 
unendlich wenig verschoben wird; schreibt man für den erhaltenen 
Ausdruck von / 

J = /, + /j + ^ cos (^^^ + ^)27t, 

so gilt dasselbe von E^ b und auch von /, und /j- Aber der Cosinus 
ändert sich bei einer Verschiebung von der Ordnung des unendlich 
kleinen A um eine endliche Grösse, und die Intensität hat daher auf 
jeder Linie unendlich nahe Maxima und Minima, die wir nicht wahr- 
nehmen können. Sind aber r, und r^ unendlich gross, während der 
Abstand der beiden leuchtenden Punkte als endlich vorausgesetzt 
wird, so können die Aenderungen, die r, — r^ bei einer endlichen 
Verschiebung von (a:, y, z) erfährt, von der Ordnung von A werden; 
bei einer solchen Verschiebung ändert sich dann erst der Cosinus um 
eine endliche Grösse, während die entsprechenden Aenderungen von 
/, , y<;, E und £ unendlich klein sind; die Maxima und Minima der 
Intensität rücken dann also in endliche Entfernungen. Dieselben 
sind bestimmt durch die Gleichung 

cos(^-^ + 02^ = + l; 

man kommt daher von einem Maximum zu dem nächsten Minimum 
oder umgekehrt, wenn man 

r, — r, um ] 

zu- oder abnehmen lässt. 

Es seien die Coordinaten der leuchtenden Punkte 
— e, Ö, 
+ e, 0, 0; 

2* 
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dann ist 

r, =^(a; +«?)' + "y' + /' 

oder, wenn wir z als unendlich gross, x, y^ e als endlich annehmen 



es wird also 



r, —-»^ 2ex 

X ~ zX * 



vorausgesetzt, dass z gross genug ist, um die fortgelassenen Glieder 
vernachlässigen zu können. Ist die durch den Werth von z be- 
stimmte Ebene eine weisse Tafel, so erscheinen auf dieser der y-Achse 
parallele helle und dunkle Fransen. Der Abstand eines Maximums 
und des darauf folgenden Minimums der HeHigkeit ist 

zX 

Diese Erscheinung lässt sich verwirklichen. Einen leuchtenden 
Punkt kann man freilich nicht erzeugen; statt desselben kann aber 
eine Lichtquelle von kleinen Dimensionen dienen, das Bildchen, 
welches eine Sammellinse von kleiner Brennweite von der Sonne oder 
einer andern fernen Lichtquelle entwirft, oder auch eine feine Oeffaung 
in einem Schirm, durch welche die Sonne oder eine andere Licht- 
quelle scheint Mit zwei von einander unabhängigen leuchtenden 
Punkten kann der Versuch nicht gelingen; da sich nämlich die 
Schwingungen derselben in verschiedener Weise ändern, so variirt die 
Grösse s und mit ihr der Ort der Maxima und Minima fortwährend. 
Es müssen daher die leuchtenden Punkte aus einem erzeugt werden; 
die Möglichkeit hierzu bietet die Reflexion und Brechung. 

Denken wir uns zwei ebene Spiegel. CD und CD' (Fig. 2), die einen 
kleinen Winkel 0* mit einander bilden, und vor ihnen einen leuchtenden 
Punkt Ay so entstehen von diesem Spiegelbilder in zwei ganz bestimmten 
Punkten B und B\ wie später weiter ausgeführt werden wird. In 
einem Räume, der ungefähr durch die beiden Ebenen BE und B'E' 
begrenzt ist, die durch die Schnittlinie der beiden Spiegel und B 
bezw. B' gehen, ist dann Licht vorhanden, welches von beiden Spiegeln 
reflectirt ist, und dieses verhält sich gerade so, als wäre es von zwei 
leuchtenden Punkten in B und B' ausgegangen, während die Spiegel 
fehlten. Eine Tafel, die in dem genannten Räume an passender 
Stelle aufgestellt ist, zeigt jene Fransen. Es ist dieses der sogenannte 
Fresnetsche Spiegeiversurh,*} Statt der Spiegel kann auch ein so- 

^) Vf?l. lüorzu VI Vorlesung, § 9 Endp. 
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genanntes Inierfercnzprisma oder ein Paar Biilel'seher Halblinsen 
benutzt werden^ um die beiden leuchtenden Punkte B und B' aus 
einem einzigen zu erzeugen. 




Sendet der leuchtende Punkt weisses Licht aus^ so sind die 
Fransen farbig und in geringer Zahl vorhanden, nur da nämlich, wo 
r, — Tj wenige Wellenlängen nicht übersteigt. Farben treten auf, weil 
für die verschiedenfarbigen Bestandtheile des weissen Lichtes l verschie- 
dene Werthe hat, für roth die grossesten^ für violett die kleinsten, 
weil also die Lichtmaxima in diesem Falle verschiedene Lagen haben. 
Nur eine geringe Anzahl von Fransen sieht man, weil, wenn die 
Differenz r, — r^ wenige Wellenlängen überschreitet, die Maxima 
und Minima benachbarter Farben einander decken. Man kann Licht 
herstellen, welches sehr nahe homogen ist; die Verschiedenheit der 
Farbe ist dann nicht vorhanden, und daher die Zahl der Fransen 
eine grössere; sie ist aber auch hier nicht unbegrenzt, da das Licht 
nicht ganz homogen ist. 



Zweite Vorlesung. 

Einwirkung fremder Körper auf die Lichtbewegung. — Der Greenschc Satz. — 
Das Huyghens'ßche Prineip. — Specielle Fälle desselben. — Lichtbewegung an 
der Grenze fester Körper, — Der Körper wird als undurchsichtig voraus- 
gesetzt. — Specieller Fall eine» vollkommen schwarzen Körpers. — Beweis 
eines Hülfesatzes. — Schatten schwarzer Körper. 

§1. 

Die Rechnungen, die wir bis jetzt durchgeführt haben ^ bezogen 
sich auf den Fall, dass der unendliche Baum von einem homogenen 
Mittel erfüllt ist, in dem nur einzelne leuchtende Punkte sich befinden. 
Dieser Fall ist nur eine Abstraction *, bei jeder optischen Erscheinung 
ist die Mitwirkung verschiedenartiger Körper unerlasslich. Schon bei 
den Vorgangen, die im Auge stattfinden, wenn wir einen leuchtenden 
Punkt sehen, ist es wesentlich, dass dabei das Licht verschiedenartige 
Körper durchläuft; entsteht doch erst durch die Brechung, die das 
Licht im Auge erfährt, das Netzhautbild des leuchtenden Punktes. 
Ferner werden die an sich dunklen Körper, wenn sie vom Licht ge- 
troffen werden, erst sichtbar in Folge einer Einwirkung, die sie auf 
dasselbe ausüben. Bei jedem optischen Versuche braucht man weisse 
und schwarze Schirme, Linsen, Spiegel und andere Vorrichtungen. 
Wir wenden uns daher nun zur Untersuchung der Wirkung, welche 
verschiedenartige Körper auf das Licht ausüben. Wir werden dabei 
die Bildung der Lichtstrahlen zu erklären und die Gesetze ihrer 
Reflexion und Brechung abzuleiten haben. 

Wir denken uns einen Theil T eines homogenen durchsichtigen 
Mittels, der durch eine geschlossene Fläche s begrenzt ist; ausser- 
halb desselben mögen leuchtende Punkte und verschiedenartige Körper 
in beliebiger Anordnung vorhanden sein; wir betrachten die Licht- 
bewegung in seinem Innern und untersuchen, wie dieselbe durch jene 
fremdartigen Körper modificirt wird. Ein wesentliches Hülfsmittel 
bei dieser Untersuchung wird ein Satz darbieten, den die Anwendung 
des Greenschen Satzes auf solche Functionen ^) ergiebt, welche der 
für die Lichtbewegung geltenden Differentialgleichung 
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genügen. Derselbe lässt sich kurz dahin aussprechen, dass die Be- 
wegung des Aethers in jedem Punkte des von der Fläche s um- 
schlossenen Raumes T angesehen werden kann als hervorgebracht 
durch eine Schicht von leuchtenden Punkten in der Fläche s. Zu 
diesem Satze führen die folgenden Ueberlegungen. 

Ist fV eine Function der rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
X, y, z, die einwerthig und stetig ist in einem vollständig begrenzten 
Räume T, ist dz ein Element dieses Raumes, ds ein Element der 
Grenzfläche s, N die nach dem Innern von T gerichtete Normale 
von ds, so ist bekanntlich 

fdr -^ = — CdsWcoB {Nx) 
j^dt ^ = -JdsW cos (Nfj) (2) 

rdr ^^- = — C dsW cos {Nz), 

wo die Integration links über den ganzen Raum T, rechts über seine 
Grenzfläche s auszudehnen ist. 

Sind nun U und V zwei Functionen von a:, y, z, so bestehen 
die identischen Gleichungen 

dx dx "T" ^ aaj« ~ dx \^ dx ) 

dy ay +^ ay* dy\^ dyf W 

t dz dz '^ ^ dz* "^ dz\^ dz)' 

Wir addiren diese Gleichungen, multipliciren mit dz und integriren 

TiY /iV mV 

über den oben betrachteten Raumtheil T: sind dann U. o— » V- > -ö— 

' ' dx* dy^ dz 

innerhalb desselben einwerthig und stetig, so ergiebt sich bei Be- 
nutzung der Formeln (2) 

f^^lidi + l-y-^+dzT^\--J^^"'^^''J^'^dN^ W 
eine Gleichung, die unter dem Namen des Greenschen Salzes be- 

P TT /) 17 7^ TT 

kanut ist. Sind auch F, 4 — , -y-, -« — innerhalb J einwerthig und 

stetig, so kann man in den Schlüssen, durch welche (4) abgeleitet 
worden ist, V mit ü vertauschen und erhält dadurch 

l^^\diTx + d-^J^ + -di'd^\--J^^^'^^-f^'^jN> 
und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit (4) 

j^ds(ul^-V^^)^ßr{VJU-ÜJV). (5) 

Von dieser Form des Greenschen Satzes wollen wir jetzt Ge- 
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brauch machen, um gewisse Eigenschaften derjenigen Functionen tp 
herzuleiten y welche der Differentialgleichung (1) genügen. 

Bei der Lichtbewegung treten eine ganze Reihe solcher Func- 
tionen auf, so z. B. die Verrückungscomponenten u^ v, w eines Äether- 
theilchens; ihre Ableitungen nach der Zeit, die Gomponenten der 
Drehung 5? *?; 5> sowie die Functionen, die wir oben ü, V, W ge- 
nannt und durch deren Differentialquotienten wir ii, v^ w ausgedrückt 
haben. Wir wollen nun in (5) ü ^=^ q> setzen und unter q> irgend 
eine jener Grössen verstehen; auch von der Function V wollen wir 
voraussetzen, dass sie der Differentialgleichung (1) genüge. Dann 
folgt aus (5) 






(6) 



oder, wenn mau durch t" irgend einen positiven, durch — t' irgend 
einen negativen Werth von / bezeichnet und die vorige Gleichung 
in Bezug auf i zwischen diesen Grenzen integrirt 

■/^'/<"(.|^--^S-)-i[/""(''lr-»l?)i; (') 

Wir wollen nun über die Hülfsfunction V so verfügen, dass der im 
Anfange dieser Vorlesung erwähnte allgemeine Satz aus der Ent- 
wickelung von (7) sich ergiebt; zu dem Zwecke setzen wir 

WO 

die Entfernung des betrachteten Punktes vom Coordinatenanfangs- 
punkte bedeutet; dieser Anfangspunkt soll ein beliebiger Punkt in dem 
begrenzten Räume T sein. Nach § 6 der ersten Vorlesung genügt 
dann V der Differentialgleichung (1). Ueber die Function F setzen 
wir voraus, dass sie für alle endlichen positiven und negativen 
Werthe ihres Arguments verschwinde, für unendlich kleine Werthe 
desselben positiv sei und zwar so, dass 

F{l)di=\ (8 a) 



/ 



ist, wenn das Integral von einer endlichen negativen bis zu einer 
endlichen positiven Grenze genommen wird. Dass eine Function, 
die diesen Anforderungen genügt, wirklich existirt, erkennt man 
leicht; setzt man z. B: 
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wo ^ eine sehr grosse positive Constante bedeutet, so ist die Fuuction * 
F{i) für jeden endlichen Werth von f verschwindend klein, für 
g =s wird sie unendlich wie ft selbst, und es ist bekanntlich 

— CO 00 

wenn (if; = z gesetzt wird (vgl. VI. Vorlesung § 9). Endlich ist, 
was hier besonders hervorgehoben werden muss, F{1) nebst seinen 
Ableitungen für alle Werthe von f, die Null mit eingeschlossen, end- 
lich und eine stetige Function ihres Argumentes. 

Nach diesen Festsetzungen wenden wir die Gleichung (7) auf den 
Raum an, der von dem ursprünglich gedachten übrig bleibt nach Aus- 
schluss einer unendlich kleinen^ um den Anfangspunkt als Mittelpunkt 
beschriebenen Kugel; hier erfüllen q) und V die nöthigen Stetigkeits- 
bedingungen. Den Wertli von /' wählen wir so gross, dass auch 
für den grössten Werth, den r^ innerhalb T erhält, 

^0 — «^' 

einen endlichen negativen Werth annimmt. Auf der rechten Seite 

dV 
der Gleichung kommen dann nur Werthe von V und .rr- vor, für 

welche Tq + ai endlich, positiv oder negativ ist, welche also ver- 
schwinden. Wir haben mithin 

Jäijäs{^^~vll)+Jätjäs^l- r|^)=o, (9) 

wenn wir durch ds wie vorher ein Element der ursprünglich ge- 
dachten Oberfläche, durch dS ein Element der unendlich kleinen 
Kugelfluche bezeichnen. Das zweite von diesen beiden Integralen lässt 
sich leicht berechnen. Nennen wir nämlich R den ßadius der un- 
endlich kleinen Kugel, so lässt sich setzen 

dS = K^Bin^d^dw^ 
wo die Grenzen von -ö* und jr, die von w und 2% sind; wählt 
man ferner R so klein, dass der numerische Werth von RF{^) und 
von RF\i) vernachlässigt werden kann (in dem angeführten Beispiele 
also etwa von der Ordnung von — ), und vernachlässigt man end- 
lieh, was mit R'^ multiplicirt unendlich Kleines ergiebt, so erhält man 

also 



ß 



wo <Pq sich auf den Punkt r = bezieht. Da nun F(at) nur für 
unendlich kleine Werthe von i nicht verschwindet, und da nach (8a) 
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ist, so wird das zweite Glied 

WO g>o(0) sich auf den Punkt r = und die Zeit / = () bezieht. 
Wir haben also 

-^0(0) - ^Jätjäs{^^^ - V^l). (10) 

Auf der rechten Seite vertauschen wir nun die Reihenfolge der In- 
tegrationen; dies ist gestattet, weil die Functionen unter dem Integral- 
zeichen endlich und stetig sind; die Integration nach / lässt sich 

o IT 

dann ausführen, da V und -™r von Null verschiedene Werthe nur 
haben, wenn r^ + at unendlich klein ist. Zunächst hat man 

J öN J r« dN Tq dN a' 

WO in ^ nach Ausführung der Differentiation i= zu setzen 

ist. Femer ist 

dV d f F(T^ + at) \ n j.. f ^A I 1 ^^0 1 dF(u + at ) 

dN'^ dN\ ro ) "" dN^ ^ « "*" ^ '^ u ~dN ä dt ' ' 

und daher 

///^ ^^ = ' ^0 a.f ^o\ , 1 t dr, /V dF(u + at) ., 
'^^'PTN = TdN'f'y-ir)+ aT, dNj "P dt - ^^- 

— t' —t' 

Formt man das letzte Integral durch partielle Integration um und 
erwägt, dass F für jeden endlichen Werth des Arguments verschwin- 
det, so findet man denselben Ausdruck 



a4- 



1 1 du dq> 



_J__^o ^(_!V\ 

""a aiV'^V a / a« r« dN dt ' 

WO auch in -^ /= — -?^ zu setzen ist. Also folgt aus (10) 



dt 



^.i'>)-Ä/''4!->(-'i)-i^&ii- ^sl- w 

Hiemach kann man für r^ = und / = q> berechnen , wenn für 

alle Werthe von i und alle Elemente ds der Oberfläche q> und -^^ 

bekannt sind. Da aber der Anfangspunkt von r^ und der von t be- 
liebig ist, so kann unter der genannten Voraussetzung (p allgemein 
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gefunden werden. Um dies deutlicher hervortreten zu lassen^ wollen 
wir in der hierzu dienenden Formel (11) die Bezeichnung etwas 
ändern: In Bezug auf einen variabeln Punkt (o;, %j^ z) und die Zeit 
/ wollen wir die bisher mit 9 bezeichnete Grösse ^>(i) nennen, in 
Bezug auf den Anfangspunkt ^ den wir als den Punkt bezeichnen 
wollen, 9>o(0* ^^^ Abstand jenes variabeln Punktes von diesem festen 
werde wieder r^ genannt. Endlich setze man für jedes Element ds 

Dann schreibt sich die gefundene Gleichung, wenn man den Anfangs- 
punkt der Zeit verlegt, folgendermassen 

Die beiden ersten Glieder des Factors von d% lassen sich in da eine 



zusammenziehen, wo die Differentiation so auszuführen ist, dass nur 
Tq, wo es explicite auftritt, als variabel angesehen wird, dagegen den 
Grössen, von denen tp(() sonst noch abhängt, die Werthe gelassen 
werden, die ihnen in dem Elemente ds zukommen. Man hat hiemach 

oder, wie wir kürzer schreiben wollen 



worm (12) 

^ a '('-^) A'^'-k) 

oN Tq fo 

gesetzt ist. 

Hieraus ist zu schliessen, dass die Bewegung des Aethers in dem 
von der Fläche s umschlossenen Baume angesehen werden kann als 
hervorgebracht von einer Schicht von leuchtenden Punkten in der 
Fläche Sy da ein jedes von den beiden Gliedern, aus denen Ä zu- 
sammengesetzt ist, sich bezeichnen lässt als einem leuchtenden Punkte 
entsprechend, der am Orte von ds sich befindet. 

§ 2. 

Die abgeleitete Gleichung (12) setzt zunächst voraus, dass der 
Punkt innerhalb, die Erschütterungsmittelpunkte und heterogenen 
Körper ausserhalb der geschlossenen Fläche s liegen. Wir wollen jetzt 
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zeigen, dass sie auch in dem umgekehrten Falle gilt, dass die Be- 
wegung innerhalb der Fläche erzeugt wird und der Punkt ausser- 
halb liegt, falls man noch eine gewisse Annahme macht , die ihr 
Analogen in dem andern Falle nicht hat. 

Wir wenden die bewiesene Gleichung auf einen liaum an, der 
innen durch die Fläche 5, aussen durch eine Kugelfläche S begrenzt 
ist, deren sämmtliche Punkte im Unendlichen liegen; wir erhalten 
dann eine Gleichung, die wir der Kürze wegen schreiben wollen 



4ä9?o = / äsSl + / dSSl, 



und bei der die Normale N von s nach aussen gerichtet sein muss. 
Wir nehmen nun an, dass in und an der Kugelfläche S Ruhe herrscht 
bis zu einem endlichen Werthe der Zeit, dass also hier (p (j) und f{t) 
für jeden unendlich grossen negativen Werth des Argumentes ver- 
schwinden. Es würde das z. B. stattfinden, wenn bis zu einem end- 
lichen Werthe der Zeit überall Ruhe herrschte und dann erst in dem 
von s umschlossenen Räume Bewegung erzeugt würde. Nehmen wir 
dann den Punkt im Südlichen an und betrachten nur endliche 
Werthe der Zeit, so verschwindet «ß für jedes Element dS, weil hier 

i — — unendlich gross ist, und wir haben wieder die Gleichung 

47C(po = I ds£l. (12a) 

Denkt man sich also in einem homogenen Mittel beliebig viele 
leuchtende Punkte und verschiedenartige Körper gegeben, welche 
durch eine beliebig gestaltete Fläche s umschlossen sind, so kann 
man die Bewegung irgend eines Punktes ausserhalb s ansehen als 
hervorgebracht durch kugelförmige Wellen, welche von allen Punkten 
von s ausgehen. Die Beschränkung, dass der Punkt im Endlichen 
liegen, und / endlich sein soll, ist nur eine scheinbare: es köunen / 
und die Entfernung des Punktes von s beliebig gross sein; immer 
kann der Radius von S so gross angenommen werden, dass die durch- 
geführte Betrachtung gilt. 

Auf diesen Fall bezogen bildet unsere Gleichung eine Prä- 
cisirung und Verallgemeinerung eines Satzes, der mit dem Namen des 
Huyghens'schen Priucipes belegt ist; wir wollen sie selbst das 
Huyghens'sche Princip nennen. 

Für die Betrachtungen, die wir anzustellen haben werden, ist es 
von Wichtigkeit, den Werth zu kennen, welchen das Integral fdsSl 
erhält, wenn die geschlossene Fläche s, über die es erstreckt wird, den 
Punkt und die leuchtenden Punkte entweder umscbliesst oder beide 
ausschliesst. Wir werden beweisen, dass in dem einen wie in dem 
andern Falle das in Rede stehende Integral verschwindet. 

Betrachten wir zunächst den ersten Fall. Man denke sich eine 
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geschlossene Linie auf der Fläche s beschrieben und durch diese eine 
Fläche C so gelegt, dass von den beiden Theilen, in welche der von 
s umschlossene Raumtheil durch sie zerlegt wird, der eine nur den 
Punkt Oy der andere nur die leuchtenden Punkte enthält. Es seien 
A und B die beiden Flächenstücke, in welche s hierbei zerfällt. Mit 
A, B^ C mögen die Werthe von fdsSl bezeichnet werden, die sich 
ergeben, wenn dieses Integral beziehlich über A, B, C ausgedehnt 
wird. Die Normale von C möge dabei nach der Seite gerichtet an- 
genommen werden, auf welcher sich der Punkt befindet. Nach 
(12) und (12a) erhält man alsdann 

also 

A + B^O, 

d. h. fds Sl verschwindet, wenn es über die geschlossene Fläche s er- 
streckt wird. 

In ähnlicher Weise erledigt sich der zweite Fall. Man denke 
sich hier durch eine auf s gezogene geschlossene Linie eine Fläche C 
so gelegt, dass nur der Punkt in dem von C und s begrenzten 
Raumtheil liegt; unter Anwendung derselben Bezeichnungen wie im 
ersten Fall ist dann 

c-A^ycp,{t) 

also 

A^ B = {). 

Die Anwendung, die von der Gleichung (12 a) bei dem 
in § 1 dieser Vorlesung bezeichneten Problem zu machen ist, liegt 
auf der Hand. Man denke sich in dem homogenen Aether, der den 
unendlichen Raum erfüllt, einen leuchtenden Punkt 1; auf die Be- 
wegung, die er hervorbringt, beziehe sich die Function 9*. Wird 
ein fremdartiger Körper in den Raum gebracht, so wird die Bewegung 
geändert: es werde dadurch q> aus 9*; es handelt sich dann darum, q> zu 
ermitteln für irgend einen Punkt 0, der ausserhalb des Körpers liegt. 
Es wird ip unendlich gross im Punkte 1; um also die Gleichung (12 a) 
anwenden zu können, müssen wir einen den Punkt l enthaltenden 
Raumtheil ausschliessen. Es sei daher dS ein Element einer unend- 
lich kleinen Kugelfläche, die um den leuchtenden Punkt beschrieben 
ist, ds ein Element der Oberfläche des Körpers; der Gleichung (12a) 
zufolge ist dann 

4n(p^^= I dSSl -^ I ds£l. 
Das erste dieser beiden Integrale hat einen leicht angebbaren Werth. 
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Die Aenderung der Bewegung an dem Elemente dS, die durch die 
EinfähruDg des Körpers hervorgerufen wird, ist bei Ausschluss ganz 
specieller Fälle ^ z. B. desjenigen, dass der fremdartige Körper ein 
Hohlspiegel ist, in dessen Mittelpunkt der leuchtende Punkt 1 sich 
befindet, nicht unendlich gross, und da die Kugelfläche, der dS an- 
gehört, unendlich klein ist, so ist ihr Einfluss auf den Werth des 
Integrals unendlich klein. Es kann in diesem also 9* für 9) gesetzt 
werden, wodurch dasselbe nach der Gleichung (12a) gleich ^ntp^ wird, 
wenn ^>^ den Werth von 9* im Punkte bezeichnet. Man hat daher 

Antp^ = An(p* + jdsSl. (13) 

Nach dieser Gleichung kann (p^ für jeden Punkt des Raumes berechnet 
werden, wenn man ( 
des Körpers kennt. 



werden, wenn man 9)* und ausserdem tp und ^5^ für die Oberfläche 



§3. 

üeber die Werthe, welche 9) und ^^ an der Oberfläche eines 

fremdartigen Körpers annehmen, müssen wir uns also nun ein Ur- 
theil zu verschaffen suchen ; ist das geschehen, so ist durch die Formel 
(13) die im § 1 dieser Vorlesung gestellte Aufgabe gelöst. Wir 
gehen dabei von dem einfachsten Falle aus, dass ein durchsichtiges 
Mittel in einer Ebene an ein anderes grenzt und dass auf diese 
ebene Lichtwellen fallen. Erfahrungsmässig bilden sich dann reflec- 
tirte und gebrochene ebene Wellen, deren Richtungen durch die 
bekannten Gesetze der Reflexion und Brechung bestimmt sind. Wir 
werden uns in der achten Vorlesung ausführlich mit diesem Falle zu 
beschäftigen haben und werden] sehen, dass sich die Existenz der 
reflectirten und gebrochenen Wellen erklärt, wenn man als Grenz- 
bedingungen irgend welche lineare, homogene Relationen zwischen den 
Verrückungen der Aethertheilchen und ihren Differentialquotienten 
an der Grenze annimmt. Wir denken uns das Coordinatensystem .so 
gewählt, dass 2: = die Gleichung der Grenze, dass für das erste 
Mittel z < 0, für das zweite z > ist. Es sei dann 9) irgend eine 
der Functionen die wir bisher so bezeichnet haben, und es beziehe 
sich q)e auf die einfallenden, q)r auf die reflectirten Wellen. Es seien 
nun /, w, n die Cosinus einer Richtung, und 

9), = ^ COS (^ — ^ y) ^ ^ ' ^^^) 

es bedeuten dann /, w, n die Cosinus der Winkel, welche die Wellen- 
normale des einfallenden Lichtes mit den Coordinatenaxen macht. 
Dann ist 

9)^ = cA cos y ~^- .^- f ) ^ ^ 
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Dadurch ist in Uebereinstimmung mit den oben erwähnten £r- 
fahrungssatzen ausgesprochen, dass die Reflexionsebene mit der Ein- 
fallsebene zusammenfallt y der Reflexionswinkel dem Einfallswinkel 
gleich ist, die Amplitude von (p in dem Verhältniss von c : l, die 

Phase um -^2% durch die Reflexion geändert ist. Danach ist, wenn 

man (p{t) für (p schreibt, för die Grenze z = 

oder 

(Pr (0 = c(p,{t + y) , -g j^- = — c ^ , 

wo N wie früher die nach dem Inneren des ersten Mittels gerichtete 
Normale bedeuten kann. 

Sind im einfallenden Licht gleichzeitig Wellen von verschiedenen 
Richtungen vorhanden, so ist sowohl (p^ als 9^ eine Summe solcher 
Ausdrücke, wie sie eben diesen Zeichen gleichgesetzt sind, und für die 
einzelnen Glieder dieser Summen bestehen entsprechende Gleichungen. 

In unserem Falle haben wir als zweites Mittel einen Körper, 
der durch eine krumme Oberfläche begrenzt ist; aber auch auf 
diesen werden wir die eben angeführten Sätze unmittelbar anwenden 
dürfen, wenn wir die Wellenlänge X als unendlich klein voraussetzen. 
Innerhalb eines Raumes, dessen Dimensionen von der Ordnung von X 
sind, wird dann nämlich die Oberfläche des Körpers als eben betrachtet 
werden dürfen, und die vorhandene Bewegung als aus ebenen Wellen 
bestehend. Entsprechend der Annahme, die wir für den Fall der 
ebenen Grenze gemacht haben, müssen wir dann aber auch hier vor- 
aussetzen, dass in dem zweiten Mittel, an dem betrachteten Orte, 
einfallende Wellen nicht vorhanden sind. Unsere Gleichung stellt 
q)Q (d. h. den Werth von <p für einen beliebigen Punkt 0) als eine 
Summe von Gliedern dar, die herrühren von dem leuchtenden Punkte 
1 und von leuchtenden Punkten in der Oberfläche des Korpers. Man 
nehme den Punkt unendlich nahe an dieser Oberfläche an, so nahe, 
dass sein Abstand von ihr auch gegen X unendlich klein ist. Die 
Lichtwellen, die ihn treffen, können dann theils als einfallende theils 
als reflectirte bezeichnet werden (gebrochene sind nach der gemachten 
Voraussetzung nicht vorhanden); sie sind einfallende, wenn sie nach 
der Grenze hinlaufen, reflectirte, wenn sie von der Grenze fortgehen. 
Man denke sich durch den Punkt eine Ebene gelegt, die parallel 
dem unendlich nahen Element der Grenzfläche ist; diejenigen von 
jenen leuchtenden Punkten, die auf der einen Seite dieser Ebene 
liegen, bilden die einfallenden Wellen, die, welche auf der andern 
Seite liegen, die reflectirten. Es beziehe sich q)^ auf jene, q)r auf 
diese und q> auf die ganze Bewegung; dann ist 
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9) = ip, + <p„ ,^=__ + -.^. 

Zugleich gelten zwischen <pa und q)r die für eine ebene Greuze auf- 
gestellten Gleichungen ; wenn das einfallende Licht aus nicht mehr 
als einem Wellensysteme besteht^ und es gelten die entsprechenden 
oben bezeichneten Gleichungen im anderen Falle. Das erste findet 
überall statt^ wenn die Lichtquelle ein leuchtender Punkt am Orte 1 
und wenn die Oberfläche des Körpers überall convex ist. Die ganze 
Oberfläche liegt dann auf derselben Seite einer solchen Ebene, 
die leuchtenden Punkte in ihr können dann immer nur etwas zu ipr, 
aber nie etwas zu q)e beitragen; 9)« ist ausschliesslich durch den 
leuchtenden Punkt 1 bestimmt, und zwar ist entweder q)e «=» q)* oder 
9)tf«=0. Denkt man sich nämlich die Eegelfläche, die ihre Spitze in 1 hat 
und die Oberfläche des Körpers berührt, so theilt die Berührungslinie 
diese in zwei Theile, von denen der eine dem Punkte 1 zugewandt, 
der andere von diesem abgewandt ist; für ein Element ds des ersten 
Theils ist dann q)^ = 9)*, für ein Element des zweiten 9)^ =. 0. Für 
den ersten Theil ist daher 

q) = q)e + (pr^ 9>*(0 + C9>*{^ + ?) 

'dN ^ ÖN "^ dN ^ ' dN ^ dN ^ ' ' 

für den zweiten Theil ist 

9> = 0. 1^ = 0. 

Dabei ist der Körper als undurchsichtig vorausgesetzt, nur dann können 
wir das Nichtvorhandensein einfallender Lichtwellen in seinem Innern 
annehmen. Nach der Gleichung 

4xq)Q = i3tq)Q* + / ^^^ 

kann man nun (p für jeden Punkt des durchsichtigen Raumes berechnen. 
Wir wollen das thun, nachdem wir den betrachteten Fall noch weiter 
specialisirt haben. Es giebt undurchsichtige Körper, welche von auf- 
fallendem Lichte nichts Merkliches reflectiren, das sind die schwarzen 
Körper; ein solcher schwarzer Körper möge der dem leuchtenden 
Punkte 1 gegenübergestellte sein; dann ist c = 0, also ist für den 
dem Punkte 1 zugewendeten Theil der Oberfläche 

während für den abgewendeten wie im allgemeinen Falle 9 und 

^l verschwinden. 

cN 

Um nun (p^ berechnen zu können, müssen wir uns 
dass nach (12) 
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isty wo in dem ersten Gliede die Diöerentiation nach N so ausgeführt 
werden muss, dass allein r^, wo es explieite auftritt, als variabel 
anzusehen ist. 

Wir wollen zuerst annehmen 

g)» = ^cos(^--^-)a«; (16) 

für jedes Element ds des dem Punkte 1 zugewandten Theiles der 
Oberfläche ist dann 

^,(,_Ä)__L_„,(it'.__.)2. 
h (^ <' - •?)) - - ,7^, ^ - (H^ - t)2- 

' fU-r--) m^ cos (-'l-t" - i)2» 

-"T^M dir "'^ \ -7 -t) ^^' 



also 



'^xU ^Tx oN Yq dN/ \ X iV 

+ .^'L (f.. ._ |r") sin (14.!^ _ * ) 2„. 



(17) 



Für alle Punkte des zweiten Theiles der Oberfläche ist iß=0, 
und daher 

An(p^ = 4jrg)o* + / Ätf5, (18) 

wo die Integration nur über den ersten^ d. h. den dem leuchtenden 
Punkte zugewendeten ; Theil der Oberfläche auszudehnen und für Sl 
der eben abgeleitete Werth zu setzen ist. 



§4. 

Das Integral (18); welches wir jetzt auszuführen haben, erhält in 
Folge davon, dass X unendlich klein ist, im Allgemeinen einen Werth; 
der sehr leicht anzugeben ist, wie wir nun zeigen wollen. Zu diesem 
Zwecke beweisen wir zunächst den folgenden Hülfssatz: 

Bezeichnet F{^) eine Function von g, die stetig ist innerhalb 
desjenigen Intervalles, in welchem g von g^ bis g' wächst, und 
ö eine Constante, so verschwindet das Integral 



"-/ 



^j sin(A'£ + d)//J, 



wenn k unendlich gross wird. 
Zum Beweise gebrauchen wir ähnliche Betrachtungen ; wie sie 
Dirichlet bei seinen Untersuchungen über die Fourier sehe Keihe benutzt 

Kirchhoff, Optik :i 
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hat. Wir bezeichnen die Werthe von 5 zwischen ^ und J;', für welche 

sin {kt + d)=0 
ist; der Reihe nach durch 

£| ; 92 9 ' • • • » imt 

80 dass allgemein 

Si — So<^:. &+1 — 5.==-|- (.•=i.2...n,-i) 

ist; dann lässt sich unser Integral als die Summe von {m + 1) ^^• 
liehen darstellen^ deren Grenzen je zwei aufeinander folgende Glieder 
der Reihe 

So ? »U »2 ^ . . . . , im) S 

sind, und deren absolute Werthe mit 

«01 «i; . • • •# «m 

bezeichnet werden mögen. Wir wollen nun zunächst voraussetzen, dass 
-^^ zwischen ^q und J' nie negativ ist ; dann ist 

-\- R= ÜQ — a, + «2 ~ • • * + «w> wenn w gerade, 

= ÜQ — «1 + 0^2 — • • • — a^y wenn w ungerade ist, 
wo da§ obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem sin (k^^ + *) 
positiv oder negativ ist. Setzen wir ferner voraus, dass -^/ bei 
wachsendem ^ stets abnimmt oder constant bleibt, so ist 

^1 <^ «2 ^ • • • ^ «TO • 

Schreibt man also das zu untersuchende Integral in der Form 

+ R = a^ — {ai — a^) — ' ' («m-i — «w), wenn m gerade, 

= ÜQ — (fl, — «2^ ~" • ■ • — ^9 wenn m ungerade ist, 
so ergiebt sich 

schreibt man es dagegen 

+ Ä = flfo — «1 + («2 — «3) H h «m, wenn m gerade, 

= «0 — «1 + («2 — ^3) + • • • + («m~i — Om), wenn m ungerade, 

so erhält man 

±B> — a,. 

Es sind aber a^ und «, die absoluten Werthe des Integrals /?, ge- 
nommen zwischen den Grenzen 

go und g, und i^ und gj, 
und diese sind wiederum kleiner als die Werthe von 

dF 



f 



ät "«■ 



zwischen denselben Grenzen genommen, d. li. von 

Fit,) -Fit,) und /••(£,)_ /'(5,). 
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Beide Düfereuzeu uähem sich mit wachsendem k der Null; weil 
dann Jj — g^ sowie gj — 5i unendlich klein werden , und F{^ stetig 
ist; also verschwindet Ä, wenn Tc unendlich gross wird. 

/? TP 

Machen wir jetzt statt der Annahme, dass jy zwischen So und 
g' nie negativ ist, die, dass es nie positiv ist, oder statt der An- 
nähme,. dass -^. mit wachsendem g immer abnimmt, die, dass es 
immer zunimmt, so lehren ganz ähnliche Betrachtungen, dass R für 

/7 TP 

Ar = oo verschwindet. Geht endlich -^^ eine endliche Zahl von Malen 

dt 

vom Abnehmen ins Zunehmen über und umgekehrt, imd wechselt es eine 

endliche Zahl von Malen sein Vorzeichen, so kann man R als Summe 

einer endlichen Zahl von Integralen darstellen, deren jedes hiernach für 

A: = oo verschwindet. Es verschwindet also auch dann Ä, wenn Tc ins 

Unendliche wächst. 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt leicht auch der folgende: 

/7 TP 

Ist -^y in dem Intervall von g^go bis g=g' stetig, so ist 
für A: = oo 

^i == */ ^rff ''° in + d)di [ ^ cos {n + S) ]*} (19) 

Co 

In der That wird die linke Seite dieser Gleichung durch partielle 
Integration 

und das neue, hier auftretende Integral verschwindet für /: = oo 
nach dem vorigen Satze. 

Auf die beiden Formen R und Äj lassen sich nun die Integrale 

bringen, in die j Slds in (18) sich zerlegt, wenn 

gesetzt wird, wie jetzt nachgewiesen werden soll. 

Es sei ds ein Element einer stetig gekrümmten, vollständig be- 
grenzten Fläche s, r^ und r^ die Entfernungen des Elementes von 
zwei festen Punkten 1 und 0, g «== r, + ^o ^^^ ^ ®^® ^^^^ stetig 
ändernde Function des Ortes von ds] es soll der Werth untersucht 
werden, den das Integral 



j G 8m {kt + 6)ds 



annimmt, wenn k unendlich gross ist. 

Zu diesem Zwecke stelle man sich die Flächen g = const. vor, 
d.h. die Rotationsellipsoide, deren Brennpunkte 1 und sind, und 

3* 
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ihre Schnittlinien mit der Fläche s. Man zeichne eine beliebige von 
diesen, in der {; = Z sein möge, vor den übrigen aus, und definire 
F(t;) durch die Gleichung 

ni) = ±J Gas, (20) 

wo die Integration über den Theil der Fläche s zwischen den Linien 
t'= Z und g = g zu erstrecken und das positive oder negative Vor- 
zeichen zu wählen ist, je nachdem g > Z oder ^ < Z ist, so dass, 
wenn z. B. G positiv ist, F mit ^ wächst, mag g grösser oder kleiner 
als Z sein. Bei dieser Festsetzung ist, wenn Jg positiv gewählt wird, 

~dl=jGds, (20a) 

wo die Integration über den Theil der Fläche s zwischen den beiden 
Schnittlinien auszudehnen ist, die den Werthen von i und i'\- d^ 
entsprechen. Ist J^, der kleinste, g' der grösste Werth von g in der 
Fläche s, so ist also 

Ja sin (Äg + ö)ds = f"^^ sin (*£ + d)^g, 

d. h. gleich dem Integrale R\ es verschwindet daher nach dem voraus- 
geschickten Satze, falls F{^ in der Fläche s stetig ist, sich also un- 
endlich wenig ändert, wenn g unendlich wenig wächst. Da G als 
stetig, also auch als endlich vorausgesetzt ist, so ist diese Bedingung 
nach der Definition von F gleichbedeutend mit der, dass für keinen 
endlichen Theil der Fläche s J constant ist. Diesem Integrale gleich 

wird der erste Theil von j ds Sl in (18), wenn man 






setzt; es ist also bewiesen, dass dieser verschwindet, falls für keinen 
endlichen Theil von s r^ -\- r^ constant ist. 

Der zweite Theil von 1 dsSl nimmt die Form an 

kl G8m(kt+ d)ds, 
wenn man (21) 

setzt; durch Einführung von F{^ und mit Berücksichtigung des 
zweiten Hülfssatzes dieses Paragraphen verwandelt sich dasselbe in 






sin {kt, + 6) rfg = - [ fj' cos(Ä- g + d)]. , (21 a) 
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falls -^Y i^ ^^^ Fläche s sich stetig mit g äudert. Unstetig kann 
-JY nach (20a) nur werden: 

1) wenn für einen endlichen Theil der Grenze von s ^ = const. ist, 

2) wenn für eine» Punkt von $ dg = ist, d. h. wenn g keine 
Aenderung erleidet, falls der bezügliche Punkt irgend wie 
unendlich wenig auf der Fläche s verschoben wird. 

Es mag gleich hier erwähnt werden, dass der zweite Fall eintritt, 
wenn die Fläche s von einem der Rotationsellipsoide g= const. berührt 
oder wenn sie von der geraden Verbindungslinie von 1 und ge- 
schnitten wird (vgl. III. Vorlesung § 2). Schliessen wir alle diese 
Fälle vorläufig aus, so hat die Gleichung (21a) Gültigkeit, und aus 
dieser folgt weiter, dass der Ausdruck (21) verschwindet. Unter den 
gemachten Voraussetzungen liegen nämlich die Punkte, für die g = Jo 
und g «= 5' ist, nothwendig in der Grenze von 5, und für jeden von 

ihnen ist 1 ds und daher auch 1 Gds von höherer Ordnung unendlich 

klein als (/g, woraus folgt, dass für beide Punkte ^^^ = ist, und 

mithin auch der zweite Theil von I dsSl verschwindet. 

^ r 

Somit haben wir gezeigt, dass jdsSl, ausgedehnt über die 

Fläche Sj für A: = 00 verschwindet, falls 

1) für keinen endlichen Theil der Fläche oder ihrer Grenze 
Tj + Tq constant ist, 

2) die Fläche von keinem der Ellipsoide r, + r„ = const. be- 
rührt, und endlich 

3) diese nicht von der geraden Verbindungslinie der Punkte 
1 und geschnitten wird. 

Einige der hier genannten Einschränkungen des Satzes, dass 

f ds^ verschwindet, lassen sich aber noch als unnöthig erweisen. Wir 

haben gesehen, dass dieses Integral für irgend eine geschlossene Fläche, 
die keinen der Punkte 1 und umschliesst, verschwindet, wenn die Nor- 
male N überall nach Innen oder überall nach Aussen gekehrt ist. Denken 
wir uns nun zwei Flächen, die durch dieselbe geschlossene Linie be- 
grenzt sind, und zwischen denen weder 1 noch liegt, und nehmen 
wir N für die eine nach dem Inneren, für die andere nach dem 
Aeusseren des von beiden begrenzten Raumes gerichtet an, so folgt 

hieraus, dass 1 dsSl für die eine Fläche so gross, wie für die andere 

ist. Hat also unsere Fläche s die Eigenschaft, dass für einen end- 
lichen Theil derselben ri -\- r^ =^ const. ist, so lässt sie sich ohne 
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AenderuDg des Werthes von j dsSl ersetzen durch eine andere gleich- 
begrenzte, die diese Eigenschaft nicht hat. Wird die Fläche s durch 
eines der Ellipsoide r, + ^o = const. berührt, so lässt sie sich ebenso 
durch eine, beider eine solche Berührung nicht vorkommt, ersetzen. 
Daraus folgt dann, dass unser über s ausgedehntes Integral ver- 
schwindet, falls 

1) für keinen endlichen Theil der Grenze r^ + r^ constant ist, 
und 

2) die Fläche s nicht von der geraden Verbindungslinie von 
1 und geschnitten wird. 

Den ersten dieser Ausnahmefälle wollen wir einstweilen aus- 
schliessen; welchen Werth unser Integral in dem zweiten hat, lässt 
sich dann leicht angeben. 

Für eine geschlossene Fläche, die den Punkt 1 umschliesst, deu 
Punkt aber ausschliesst, ist, wie wir im § 2 gesehen haben, 



/■ 



dsSl = An^>*, 

wenn an ihrer Oberfläche g) = 9)*, 0^=0^ und wenn die Nor- 
male N nach Aussen gekehrt ist. Es werde nun die Fläche s 
einmal von der von 1 nach gezogenen Geraden geschnitten^ 
und mit dieser Linie bilde die Normale N im Schnittpunkt einen 
spitzen Winkel. Man ergänze s zu einer geschlossenen Fläche der 
eben bezeichneten Art so, dass die Ergänzung von der Geraden 
1, nicht geschnitten wird; das über die Ergänzung genommene 
Integral ist dann Null wie soeben bewiesen wurde ; also ist das über s 
genommene Integral nachdem ebenerwähnten Satze =4;r9)*. Hat 
die Normale N die entgegengesetzte Richtung, bildet sie also einen 
stumpfen Winkel mit 1,0, wie in dem sogleich zu betrachtenden 
Falle, so ist der Werth des Integrals der entgegengesetzte. In dem 
Grenzfalle, dass jene Gerade durch die Grenze von s hindurch oder 
unendlich nahe an ihr vorbeigeht, bleibt der Werth des Integrals 
einstweilen unbestimmt. Auch diesen Fall wollen wir für jetzt aus- 
schliessen. 

Dass I dsSl =^ + ^7C(p* oder = in den drei unterschiedenen 
Fällen ist, haben wir unter der Annahme bewiesen, dass 

<p* = ^co8(ri_-|,)2« 

ist. Bei der Art, wie Sl aus q)* zu berechnen ist, gilt dasselbe aber 
auch, wenn dieser Ausdruck mit einer Constanten multiplicirt, zu / 
in ihm eine Constante hinzugefügt, wenn er femer beliebig oft nach 
^19 t/if ^1 differenzirt und die Summe so gebildeter Ausdrücke dem 



§ 5. Schatten schwarzer Körper. 39 

<p* gleichgesetzt wird, d. h. jene Gleichungen gelten auch, wenn 
9)* den allgemeinen Ausdruck hat^ den wir schrieben 

d. h. den allgemeinsten Ausdruck einer Verrückungsfunction; die sich 
auf einen leuchtenden Punkt am Orte l bezieht. 



§5. 

Kehren wir nun zu der Vorstellung zurück, dass ein schwarzer, 
durch eine convexe Oberfläche begrenzter Körper dem Lichte des 
leuchtenden Punktes 1 in den Weg gestellt ist. Wir haben ge- 
funden, dass dann 

ist, wo I ds Sl das eben berechnete Integral, ausgedehnt über den 

dem Punkte 1 zugewandten Theil der Oberfläche des Körpers ist. 
Wird dieser Theil nicht geschnitten von der von 1 nach gezogenen 
Linie, so fanden wir 

fds Ä = , 
also ist 

wird er geschnitten, so war 



ß 



} ds Sl = — 4zq)Q*y 

da hier die nach Aussen gerichtete Normale N in jenem Schnitt- 
punkte mit der Geraden 1 , einen stumpfen Winkel bildet, also ist 

<Po = 9>o* — 9o* = 0- 
Da man unter q> irgend eine der Verrückungen u^v^w verstehen 
kann, so ist hierdurch ausgesprochen , dass indem ersten der beiden 
unterschiedenen Fälle die Lichtbewegung im Punkte dieselbe ist, 
wie wenn der schwarze Körper fehlte, im zweiten am Orte von 
Dunkelheit stattfindet. So hat uns die Rechnung auf die bekannte That- 
sache geführt, dass der schwarze Körper einen Schatten wirft, in dem 
das Licht überall vernichtet ist, und dass ausserhalb des Schattens das 
Licht der Quelle nicht verändert ist. Bildet der schwarze Körper einen 
kleinen Schirm, welcher den leuchtenden Punkt rings umgiebt und nur 
eine unendlich kleine Oeffnung frei lässt, deren Dimensionen aber un- 
endlich gross gegen die Wellenlänge sind, so wird ausserhalb des Schirmes 
in allen Punkten der von dem leuchtenden Punkte ausgehenden und 
durch die kleine Oeffiiung hindurch gelegten Geraden, und nur in diesen 
Licht vorhanden sein, und dieses wird in allen Punkten verschwinden, 
sobald ein schwarzer Schirm dicht vor die Oeflfnung geschoben wird. 
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Eine geometrische Gerade^ deren Punkte in dieser Beziehung zu einander 
stehen, wollen wir einen Strahl nennen ; wir können dann das in dieser 
Vorlesung abgeleitete Resultat auch so ausdrücken^ dass das Licht in 
geradlinigen Strahlen besteht, die unabhängig von einander sind. 
Handelt es sich, wie hier, um Licht» welches direct von einem leuch- 
tenden Punkte ausgegangen ist, so sind die Strahlen die von dem- 
selben ausgehenden und durch ihn begrenzten Linien. 

Es werde daran erinnert, dass wir bei unserer Rechnung 
vorausgesetzt haben, dass nicht für einen endlichen Theil des Ran- 
des von s r^ -{- Vq constant ist, und dass die Gerade 1, nicht 
unendlich nahe bei diesem Rande vorbeigeht. Ist eine dieser Vor- 
aussetzungen nicht erfüllt, so treten in der That auch Erschei- 
nungen auf, welche jenem Satze nicht gemäss sind, die sogenannten 
Beugungserscheinungen f mit denen wir uns später zu beschäftigen 
haben werden, und deren Theorie schon in den Formeln, die wir 
aufgestellt haben, enthalten ist. 

Ist die Oberfläche des schwarzen Körpers nicht überall convex, 
sondern irgendwie gestaltet, so genügt man den für seine Oberfläche 
zu erfüllenden Bedingungen 

9>r = 0, ^3^ = 0, (22) 

indem man für alle Punkte, in denen die Oberfläche zum ersten 
Male von den von 1 aus gezogenen Geraden geschnitten wird 

für alle anderen Punkte der Oberfläche aber 

9 = |j- = 
setzt. Unter dieser Annahme folgt nämlich aus dem am Ende des 
vorigen Paragraphen bewiesenen Satze, dass das Integral / dsSly aus- 
gedehnt über die ganze Oberfläche, verschwindet, wenn der Punkt 
unendlich nahe an dem ersten Theile, und dass es — ATtq)^* ist, 
wenn der Punkt unendlich nahe an dem zweiten Theile der Ober- 
fläche gewählt wird, woraus sich dann mit Hülfe von (13) die Glei- 
chungen (21) für die ganze Oberfläche ergeben. 

Aus der eben erwähnten Gleichung folgt aber weiter, dass, wo 
auch der Punkt in dem durchsichtigen Mittel sich befinde, 9)0= ^q* 
ist, falls die gerade Verbindungslinie von 1 und die Oberfläche des 
Körpers nicht triflPt, und g)^ = 0, falls diese Linie die Oberfläche 
zweimal oder öfter schneidet, und damit sind die vorher gefundenen 
Sätze über die Einwirkung eines schwarzen Körpers auf das Licht 
eines leuchtenden Punktes auch in diesem allgemeinen Falle bewiesen. 



Dritte Vorlesung. 

Einwirkuug eines nicht schwarzen Körpers auf das Licht eines leuchtenden 
Punktes. — Bildung der reflectirten Lichtstrahlen. — Brennpunkte derselben. 
— Untersuchung eines unendlich dünnen reflectirten Strahlenbdndels. — Be- 
ziehung desselben zu seiner Wellenfläche. — Reelles und virtuelles Bild eines 

leuchtenden Punktes. 

§ 1. 

Wir untersuchen nun die Wirkung eines nicht schwarzen Körpers 
auf das Licht eines leuchtenden Punktes. Wir haben diesen Fall 
unter der Voraussetzung, dass der Körper undurchsichtig ist, in § 3 
der zweiten Vorlesung in Betracht gezogen und als die Bedingungen, 
die an der Oberfläche s desselben zu erfüllen sind, die Gleichungen 

aqp dq>*{t) ^ d^>*{t + y) (1) 

cN " ' dN " ^ dN 

für den Theil von s aufgestellt, der dem leuchtenden Punkte zuge- 
wandt ist, während die Gleichungen 

9 = 0, 1^=0 (la) 

für den abgewandten Theil der Oberfläche gelten. Als undurchsichtig 
hatten wir den Körper vorausgesetzt, um die Annahme zu recht- 
fertigen, dass in dem Körper keine einfallenden Wellen vorhanden 
sind. Die Voraussetzung, dass der Körper undurchsichtig ist, wollen 
wir jetzt fallen lassen und die letzte Annahme nunmehr dadurch recht- 
fertigen, dass wir uns den Körper in eine schwarze Hülle ein- 
geschlossen denken, die nur einen kleinen Theil der dem leuchtenden 
Punkte zugewandten Oberfläche desselben frei lässt, einen Theil, den 
wir jetzt die Fläche s nennen wollen. An der inneren Seite der Hülle 
bilden sich dann nirgends reflectirte Wellen, in Folge dessen kann 
die Fläche s von der Seite des Körpers her von keinen einfallenden 
Wellen getroflen werden, und es gelten für s auch dann die Glei- 
chungen 
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^ = g>*{() + cg,n/ + y), {^ = ^^'^''^ - c '''*^' + '' ■ (2) 
Für die äussere Seite der schwarzen Hülle ist, soweit sie dem leuch- 



tenden Punkte zugekehrt ist, 



n, dcp dm* /o\ 

9 = 9*, ^Z='-ir- (2a) 



und ffir den abgewandten Theil 

Wäre auch die Fläche s geschwärzt, so hätte q)^ einen Wertfi, den 
wir nach dem Früheren leicht angeben können, und den wir durch 
g?Q® bezeichnen wollen. Wir wollen darauf ausgehen, die Differenz 
g?o — 9^0*^ 2^ berechuen, die gerade die durch die Reflexion au der 
Fläche s bewirkte Veränderung von q)Q darstellen muss. Da allge- 
mein die Gleichung besteht 

4jrg?o = 4jrg)„* + / dsSl, 
so wird 

4jr(9)o ~ O = J ds{Sl - Ä«), . (3) 

wo die Integration jetzt nur über die Fläche s auszudehnen ist, und 
wo sich Sl^ auf den Fall bezieht^ dass auch diese geschwärzt ist. 

Wir müssen uns nun daran erinnern, dass in (12) der vorigen 
Vorlesung 



^-Ä,k''('-T)--rA-^)' m-Ä 



gesetzt war; nach (2) und (2a) erhalten wir also Sl — Sl^, wenn 
•wir diesen Ausdruck von Sl für 



bilden. Ist wieder 
so wird hiemach 



m = - c ^'4^/^ 



<p* = l^co8{''; --5.-)2;r, (4) 

4.(^o-<)=-/^,;(i 1^ + ^fj) cos(^' ^ ^-p)2. 



Diese beiden Integrale sind von derselben Form wie diejenigen iu 
(17) der zweiten Vorlesung, auf die wir bei der Betrachtung eines 
schwarzen Körpers kamen ; ein wesentlicher Unterschied ist der, dass, 

während dort die mit ~~ und ^^ behafteten Glieder in jedem der 
Integrale mit entgegengesetzten Vorzeichen auftraten, sie hier durch 
Addition verbunden sind. Die a. a. 0. durchgeführten Betrachtungen 
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zeigen, dass hier wie dort das erste Integral verschwindet, also fort- 
gelassen werden kann, wenn für keinen endliehen Theil der Fläche s 
Tj -f~ ^0 constant ist; ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so ist das- 
selbe allerdings von Null verschieden^ auch dann kann es aber, wenn der 
Punkt in endlichem Abstände von der Oberfläche sich befindet, gegen- 
über dem zweiten Integral vernachlässigt werden, da dieses von der 
Form des ersten multiplicirt mit dem unendlich grossen Factor -^ 
ist ; wir erkannten ferner, dass auch das zweite Integral verschwindet, 
wenn für keinen endlichen Theil des Randes r^ + r^ constant ist, 
und die Fläche weder von der Geraden 1 , geschnitten, noch 
von einem EUipsoid ^1 + ^0"=^ const. berührt wird. Endlich 
überzeugten wir uns durch indirecte Betrachtungen, dass es einen 
von Null verschiedenen Werth hat, wenn die Fläche s von der 
Linie 1, geschnitten wird, dass es aber auch verschwindet, wenn 
eine Berührung der genannten Art stattfindet. Hier muss sich genau 
das Umgekehrte ergeben, wie aus dem durch die Erfahrung bekannten 
Gesetze für die Reflexion der Lichtstrahlen hervorgeht. Wir wollen 
uns davon durch directe Rechnung überzeugen. 
£s sei wieder 

'-, + '•, = 5. ■^ = *; (6) 

wird dann ähnlich wie in (21) der vorigen Vorlesung 

und /» 

gesetzt, so verwandelt sich das allein zu untersuchende zweite Inte- 
gral in (5) in 

/cJg sin {ki + d)ds = ^ r4f ^^^ ^^^ + *)^5- 

Co 

Wird der Fall ausgeschlossen, dass für einen endlichen Theil der 
Grenze von 6* g constant ist, so verschwindet jenes Integral, falls 
für keinen Punkt der Fläche d^ verschwindet; es soll jetzt untersucht 
werden, welchen Werth es in diesem Falle hat. 

§2. 

Es sei in dem Punkte (x, y, z) der Fläche « ^g = für eine beliebige 
Verschiebung desselben auf der Fläche; dann bestehen die Gleichungen 
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wenn g{xyz) = die Gleichung der Fläche j? ist, und L einen vorläufig 
nicht weiter bestimmten Factor bedeutet. Wir wollen diese Gleichungen 
noch in einer anderen Form schreiben, in der ihre geometrische Be- 
deutung deutlicher hervortritt; es seien «,, |3,, y^ und a^, /S^, yo ^^^ 
Richtungscosinus der von den Punkten 1 und nach {x, y, z) ge- 
zogenen Linien und a, ß^ y diejenigen der Normale N im Punkte 
{X, t/f z); setzt man dann noch 

?^(|f)V(|p+(|f)' 

so gehen die Gleichungen (7) über in 

ttj + a^, = Ma 

ß,+ßo = Mß i'^^) 

^1 + ^0 = ^^y • 

Diese drei Bedinguugsgleichungen für das Verschwinden von d^ 
können in zwei wesentlich verschiedenen Weisen erlullt werden; 
entweder durch 

iV — und «t, = -> a, , /Jo = — /*!, n = - ri 7 
oder dadurch, dass 

M<0 und |I:|l:4f-=|^-:-|?-:|i- 
dx dy dz dx dy öz 

ist. Im ersten Falle schneidet die Gerade 1, die Fläche s im Punkte 

(a;, y, z)j im zweiten berührt sie ein Ellipsoid g = const. in diesem 

Punkte. Es werde jetzt das Coordinatensystem so geändert, dass 

der Punkt (Xy y, z), für den (/i; = ist, der Anfangspunkt und N 

die z- Achse wird. Es sollen ferner die Dimensionen der Fläche $ 

unendlich klein, aber unendlich gross gegen -r- angenommen wer- 
den; es ist ausreichend, unser Integral unter dieser Annahme zu 
berechnen, da sein Werth, wie wir schon wissen, durch Hinzu- 
fügung neuer Theile zu s nicht geändert wird. Die Gleichung der 
Fläche s ist dann bekanntlich 

z = a^^x^ + 2ay^xy -f a.^^y'^, (8) 

wo ö,,, «,.2, «22 '^^^®**^'^^'* sind, und zugleich ist 

ds = dxdy , 
Um die Schnittlinien der Fläche s mit den Flächen g = const. zu 
finden, muss nun der Ausdruck von £ gebildet und nach Potejizen 
von X und y entwickelt werden. Es seien a:^,, y^, Zq die Coordinaten 
des Punktes 0, also 

Qo = j/x,^ + y,^ + zo' i«a) 

seine Entfernung vom Anfangspunkte, dann ist 

ro - yC^- xT+{^y,-yT+~(^^^zy^ ^ 

= ?/po-''-^^^o^2yl/o^Tzz;4^i2+^^^ 
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Bezeichnet mau x und y oder die Dimensionen der Fläche s als unendlich 
klein von der ersten Ordnung und entwickelt Tq bei Benutzung des Aus- 
drucks von z in (8) bis auf Grössen zweiter Ordnung, so ergiebt sich 

oder, wegen 



Xn Vo a ^.i 

-r- «0. ^ ^0. V = - ^o- 

9o Po Po 

»■o = Po + «0* + ßoV + («II a:' + 2a,iXy + «22y'')n 



Setzt man entsprechend (8 a) 

pi =//^i'-ryi*'+2i', 

so findet mau ebenso 

rt = Q, '+ «iX + ß^y + (a„a;» + 2a,jXy + öjjy')^, 

Bei dem gewählten Goordinatensystem ist aber 

a « 0, /3 = 0, 
also nach (7 a) 

es ergiebt sich daher für g der Ausdruck 

£ = n + ^0 = ^0 + ^n ^' + 2^,2a;y + ^22y^ l^) 

wo 

^0 = (>i + Po 

gesetzt ist. Die Schnittlinien der Flächen 5 = const. mit der Fläche 5, 
oder genauer, ihre Projectionen auf unsere a;y- Ebene, sind hiernach 
ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte, deren Mittelpunkt der 
Anfangspunkt unserer Coordiiiaten ist. Ihre Gleichung, bezogen 
auf die Hauptaxen, sei 

£- A = f*i^' + ^2y% (10) 

d. h. es seien ^^ und ^j die Wurzeln der Gleichung 

(^„ - ^) (^,, ~ ^) - ^,,2 = 0, (10a) 

die stets reell sind , da die linke Seite dieser Gleichung für ^ = + 00 
positiv, für n c^ A^^ oder /ii = ^^2 negativ ist. 

Nehmeü wir zunächst an, dass /it, und ^2 ^^^ gleichem Vor- 
zeichen, daas die Kegelschnitte also Ellipsen sind. Sind ^j und /itj positiv, 



(,9a) 
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so ist Aq das Minimum von g, sind sie negativ, so ist es das Maximum; 
im ersten Fall ist also der Flächeninhalt der Ellipse , die einem be- 
stimmten Werthe von g entspricht, 

im zweiten 

WO die Wurzel, wie immer die Quadratwurzel aus einer positiven 
Grösse, positiv verstanden werden soll. 

Nun war in (20) der vorigen Vorlesung 



m==±J' 



Gds 



gesetzt, wo die Integration über den Theil der Fläche s zwischen 
1 = Z und 5 = 5 auszudehnen und das positive oder negative Vor- 
zeichen zu wählen ist, je nachdem g > Z oder g < Z ist. Wählen 
wir also hier die willkürliche Grösse Z gleich A^j so wird für Werthe 
von C, bei denen die entsprechenden Ellipsen ganz innerhalb der 
Fläche s liegen, da G als constant betrachtet werden kann, in beiden 
Fällen 

sein, wo G den Werth dieser Function im Coordinatenanfangs- 
punkte bezeichnet. 

Fällt kein Theil der Grenze von s mit einer der Ellipsen zu- 

sammen, so ist in der ganzen Fläche s —vr- stetig und daher nach 
(19) der vorigen Vorlesung 

A: r^ 8iu (Ä-g + *)dg = - [ J^co8(A:g4- (J)|^ 

Unter derselben Voraussetzung findet der zweite Grenz werth von g 
in der Grenze der Fläche s statt, und es ist für ihn -,v «= 0. Der 
erste, schon in Betracht gezogene Grenzwerth von 5 ist ^, für ihn ist 

dF _^_3^ 

und es ergiebt sich in diesem Fall das zu untersuchende Integral 

J' 



k r^ sin {n + ö)di = + (y^cos {kA, + d), ^1) 

wo das positive oder negative Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
^, und ^2 beide positiv oder beide negativ sind. 
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§3. 

Verwickelter ist die Rechnung^ wenn ^j und /iij ungleiches Vor- 
zeichen haben, die Kegelschnitte also Hyperbeln sind, in welchem 

Falle -j^ bei 5 = ^) unstetig wird. Dieser Werth von f findet nach 

(10) in den Linien statt, deren Gleichungen 

sind; wenn die Coordinatenachsen die Hauptachsen sind und /k, posi- 
tiv, ^2 negativ ist; diese Linien sind die gemeinschaftlichen Asymp- 
toten des Systems von Hyperbeln in (10). Die reelle Hauptachse 
der einem Werthe von ^ entsprechenden Hyperbel fällt in die x- Achse, 
wenn ^ — A^ positiv, in die ^ -Achse, wenn ^ — A^ negativ ist Wir 
wollen hier der Fläche s eine bestimmte Gestalt beilegen, was wir 
ja nach der vorhin gemachten Bemerkung dürfen, nämlich die Ge- 
stalt eines Rechtecks, dessen Seiten die Gleichungen 

X = + a, y = + b 
haben, und dessen Ecken auf den Asymptoten liegen, was er- 
fordert, dass 

ist, wo c eine positive Constaute bedeutet, die gegen j- unendlich 

gross sein muss. Setzt man wieder jene Constante Z, die bei der 
Definition von F{^) vorkommt, gleich Aq und betrachtet ebenfalls G 
als constant, so hat man für g > ^ 

a 

ycEÄ 

Daraus folgt, da der Di£fereutialquotient des bestimmten Integrals 
nach seiner unteren Grenze verschwindet 



'- ^* dx 



dF _2Ö_ /• 
oder da 

ist , so ergiebt sich für x =^ zy ^^a 



i 
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Ebenso findet man für % < A^^ 

Nun findet der kleinste Werth von J in den Punkten (o: =» 0. y « + ^) 
statt und ist = y^o — c, der grösste in den Punkten (a: =+ a, y = 0) 
und ist a= ^jj + ^> daher hat man 

'^sin(A-e + d)e/^ = (?^^^|=^jJlog ^+^^^ 

^+0 

Setzt man in dem ersten dieser beiden Integrale 
in dem zweiten 

e - ^0 = g, 

so wird dieser Ausdruck 





= G ,, ,-^ - A: sin (Ar^o + *) f ^og ^-^-J^-l cos Ä-gf/| . 
r — t^ifH •y Vi 

Durch partielle Integration findet man aber 
* J'bg ^'^■^{{~' cos kläl = [sin ;t| log ^^^']'Z 



- Jsin ^S -A-log (/^ + /c =1) dl + ] J' ^^^ ^§ 



1=0 

04) 



Das erste von diesen drei Gliedern ist für jeden Werth von k 
gleich Null, da der in den Klammem stehende Ausdruck sowohl für 
g =3 c als für 5 == verschwindet; das zweite ist von der Form des 
Integrals R, das wir in § 4 der zweiten Vorlesung untersucht haben, 
und verschwindet daher für Ar =00, da log ([^c -{-Y^^-^ stetig ist 
auch bei 6 = r, obwohl sein Diff*erentialquotient hier unendlich wird. 
Setzen wir also 

kl = u 
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und erwägen; dass Tzc unendlich gross sein sollte ^ so geht der Aus- 
druck (14) über in 



1 / sinu 



du. 



Um den Werth dieses Integrals zu finden, gehen wir aus von den 
Gleichuniren 

r . r 

e^^^ cos ti = — I e^^^ sm udu — a I e-^^ cos udu 

e^««* sin ti« — a I e-^^ sin udu + 1 e^" cos udu, 
aus denen sich ergiebt 

fe-o" cos udu = . j^^. , 

für ein positives a erhält man daher die beiden Gleichungen 



_^ . , „^ a sm u + cos w 

-«•* sin udu = — er-^*^ , , ^ 

1 + a* 

„„ sinu — acosu 



e-^^ sin udu 



Je _._- . 

^ (I4a) 

/^-«« cos udu = T-^— i * 

Die erste von diesen Gleichungen multipliciren wir jetzt mit da und 
integriren sie von bis a; dann folgt 



I sm udu =» arctg a , 



wo der Bogen zwischen und — - anzunehmen ist Lassen wir end- 
lieh a ins Unendliche wachsen , so erhalten wir 



/ 



sin u , n 

du= — 

u 2 



Hiernach ergiebt sich in diesem Falle für das zu untersuchende 
Integral die Gleichung 

^ r^f" ^'"^ (^^ +d)dt^G -,^=4=- sin {k^, + d). (15) 



-/*if*t 



§4. 

Wir wollen noch einen anderen Weg angeben, auf dem man 
die in (11) und (15) abgeleiteten Ausdrücke für 

J^k rösin(Arg + d)ds 
erhalten kann. Wir hatten gefunden 



Kirohhoff, Optik. 
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e = rj + ro = ^0 + (.^,1^^ + 2A,,xy + A,,y^), (16) 

und wir wollen jetzt die Fläche s so klein annehmen, dass für sie 
die Glieder dritter Dimension in x und y, obwohl sie mit k multi- 
plicirt sind; als unendlich klein angesehen, also unter dem Sinos- 
zeichen fortgelassen werden können. Führen wir statt x, y neue 
Coordinaten S, i^ ein, deren Axen den Hauptaxen der Kegelschnitte 
g = const. in (16) parallel sind, so ergiebt sich 

^„a:^ + 2A^^xy + A^^y^ = ^,|2 ^ ^^rf^, 
ds = dx dy = tf | dri , 
und das zu untersuchende Integral J geht über in 

h CCg sin {kA^ + S + k (^, l^ + M')) äi dti, 
oder, da die Fläche s als unendlich klein angenommen wurde, in 

J=G sin (kA^ + <J) f fk cos 4(^,|« + tL^ri'^)di dtj 

V,. (17) 

+ G cos (kAo + S) jk sin k{fL^ g^ + (i^ti^) dl^ dn, 

wo der Function G derjenige Werth beizulegen ist, der ihr im Coor- 
dinat^nanfangspunkte zukommt. 
Endlich setzen wir noch 

j/kl'^Uy ykri^=^v, 

und wählen die Fläche 5, deren Gestalt in gewissen Grenzen beliebig 
angenommen werden kann, als ein Rechteck, dessen Seiten den Axen 
der g und rj parallel sind und für dessen Seiten u und v gleich + oo 
sind; es ist dies eine Festsetzung über die Grössenordnung der Seiten, 
welche mit der oben über s gemachten Voraussetzung nicht im Wider- 
spruch steht Dadurch gehen die beiden Doppelintegrale in (17) über in 

-f-OO -|-Q0 

/ I dudv cos (^jW^ + f^2*'') 

uud (18) 

I 1 dudv sin (fi^u'^ + ^2^- 

OD — 00 

Setzt man zur Abkürzung 

+«> 

C = I du cos fiu^, 

OD 

S = I du sin fiti^, 

— 00 

und bezeichnet durch einen Index, dass die Gonstante /x den Werth fi, 
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oder ^2 besitzt, so erhält man durch die Entwicklung der beiden 
Doppelintegrale in (18) für sie die Werthe 

C^ C^ — o j Oj , C^ S^ ~f~ S^ C2 • 

Im § 1 der siebenten Vorlesung werden wir uns eingehend mit 
dem Werthe derjenigen Integrale zu beschäftigen haben, welche sich 
aus C und S für ft = 1 ergeben, und wir werden hier die Gleichungen 

+* _ 

/ cos v^dv = ]/ ^ 

(19) 

/ sin v^dv = y -■ 



n 



ableiten. Wir wollen yon diesem Resultate hier schon Gebrauch 
machen, um unsere Integrale C und S für einen beliebigen reellen 
Werth von [i zu berechnen. Ist nämlich s = + 1 , je nachdem« 

ft ^ ist, so ergiebt sich aus diesen Gleichungen für 

-|-oo +ot> 

/ cos ^u^ , du ^^ s I sin ftt/^ . du = V J^ ' 

wenn man berücksichtigt, dass 

cos ffttt* = cos ^tt*, sin s^iu'^ = s sin (lü^ 
ist. 

Sind also £, und £3 ^i^ Werthe, welche s für /i, und ^^ annimmt, 
so gehen die Integrale (18) beziehungsweise über in 

C, C, (1 - s, B,) = .^^--^-- (1 ~ ^, ^2) 
und 

(7.^,(., + ..) = ,^-^^;^(^. + ^). 
Setst man diese Werthe in (17) ein, so erhält man 
/= G-jt'-^- ["^ (* A + *) (1 - «. «j) + cos (Ä^o + S) («2 + «1)1- 
Haben also fi, und [i^ gleiches Zeichen, ist also 

^1^2 = + 1, «2 + «! =±2, 

so wird 

J^±G -^^ cos (Ar^o + *), (20) 

wo das positive oder negative Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
£, und s^ beide positiv oder beide negativ sind. Haben /i, und ^^ 

4* 
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aber entgegengesetzte Zeichen, so wird 

«2 + ^1=0, £,£2 = — 1> 
und man erhält 

J=-UG =7=^-^ sin {kA^ + d). (20a) 

Es sind dies dieselben Ausdrücke, die wir in (11) und (15) gefunden 
haben ohne die Voraussetzung, dass h multiph'cirt mit der dritten 
Potenz der Dimensionen von $ verschwindet. Wir schliessen daraus, 
und wir werden später davon Gebrauch machen, dass auch bei einer 
grösseren Fläche s diese Entwicklung von k (r, -f" ^0) ^iiter dem 
Sinuszeichen erlaubt ist, die unmittelbar nur bei einer gerade so 
kleinen gerechtfertigt erscheint, dass nämlich die Theile einer grösseren 
Fläche, für welche die Entwicklung nicht richtig ist, nichts Merk- 
liches zu / beitragen. 

§5. 

Die in den vorigen Paragraphen durchgeführten Rechnungen be- 
zogen sich auf das Licht im Punkte 0, welches von dem leuchtenden 
Punkte 1 ausgegangen ist und an der kleinen Fläche s eine Reflexion 
erlitten hat unt^r der Annahme 

9>* = Aco8(A_^)2«. 

Wir hatten schon gesehen, dass die durch dieses Licht bedingte Aende- 
rung im Allgemeinen verschwindet; zweifelhaft war das nur, wenn es 
einen Punkt in der Fläche giebt, für den dt «= d{r^ + Tq) in der 
Fläche $ verschwindet, d. h. in dem diese entweder von der Geraden 
1, geschnitten, oder in dem sie von einem Ellipsoid i = const. be- 
rührt wird. Mit diesen Fällen beschäftigte sich die Rechnung. Be- 
ziehen wir nämlich das Zeichen tp^ jetzt auf das reflectirte Licht im 
Punkte 0, so ist nach (5) (11) und (15) 

4^9o = + ^ 17^-^ cos {kÄQ -f d), 

wenn die Grossen /ii dasselbe Vorzeichen haben, (21) 
A^(p <» 6^ - ^^-= sin (Ar^o + *)» 

wenn die Grössen ft entgegengesetztes Vorzeichen haben, 

Dabei war das Coordinatensystem so gewählt, dass der betrachtete 
Punkt der Fläche mit dem Coordinateuanfangspunkte, seine Normale 
mit der z- Achse zusammenfällt. Dann wird aber 



' § 5. Bildung der reflectirten Lichtstrahlen. 53 

wenn (>, und Qqj wie früher, die Entfernungen von 1 und vom An- 
fangspunkte bezeichen, und aus den Gleichungen (7 a) ergiebt sich hier 

«i+«o = 0, /}, + /}o = 0, also ^1 = + ^^; 

im ersten dieser beiden Fälle verschwindet aber yi-^ yo, also auch 
G, hier ist also stets ^^^«»O; reflectirtes Licht ist demnach nur im 
zweiten, d. h. f&r 

«i = — «o> ßi'^' — ßof yi = yo (21a) 

vorhanden. So haben wir das bekannte Gesetz abgeleitet, dass der 
reflectirte Strahl in der Einfallsebene liegt, und dass der Reflexions- 
winkel dem Einfallswinkel gleich ist. 

Wir transformiren nun die für ip^ gefundenen Ausdrücke (21), 
um zu erkennen, in welcher Weise (p^ von Qq abhängt, wie sich also die 
Lichtbewegung in einem und demselben reflectirten Strahle ändert. 
Zu diesem Zwecke setzen wir für A^ seinen Werth Q^ + Qq. Von Qq 
sind aber auch ft, und ^2 abhängig. Es waren dies nämlich die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (10 a) 

und daraus folgt 

^f*2 *=* ^11-^22 -^12 • 
Bringt man also die Grossen A^^y A^^y A^^ in (9a) auf die Form 

-^11 ^11 ^ ^ ' 12 <2 T^ g^ » ^22 "== ''22 ^ ^^ > 
wo die Grössen b und c von Qq unabhängig sind und 

^11 2 ' *^12 2 ' ^22= 2 ' 

ist, SO ergiebt sich 

PoVlf*2 = (^11 Po + ^ll)(^22Po + ^22) - (^2^0 + ^12)^ .^^. 

= (^1^22 - hz'KQo - /.)(9o - /i); ^"^^ 

es sind dann /*, und /"j die Werthe von Qq, die der quadratischen 
Gleichung 

(^1 Qq + ^11) (^2 Po + ^22) — (^2Po + ^12)^ = 
genügen. Die linke Seite dieser Gleichung ist negativ für p^, = — ^ 

und für 9o = — ^; ^^ Po = ^ erhält sie dagegen den Werth 

Ml *^22 "~ *^12 4 4 > 

wird also positiv; ihre Wurzeln /*, und /"j si^^l daher stets reell, sie 
können aber positiv oder negativ sein. 

Bedeutet also j^ eine gewisse von q^ unabhängige Grösse, so er- 
giebt sich aus (21) für g>Q der Ausdruck 
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r±{(fo—fi)iQo—ft) ^^^^ 

oder (23) 

und man erkennt, dass diese Gleichungen, falls A'und d unbestimmt 
bleiben, auch für den allgemeineren Ausdruck von 9>* gelten, wenn 
man berücksichtigt, auf welche Art (p^ aus g?* gebildet wird. Das 
Vorzeichen unter der Quadratwurzel in (23) ist so zu bestimmen, dass 
die Wurzelgrosse reell ist, während die Wahl des Cosinus oder Sinus 
und des Vorzeichens beim Cosinus bedingt ist durch die Vorzeichen von 
^, und /K^. Geht, während Qq wächst, eine dieser Grössen durch Null 
hindurch — und das findet nach der Gleichung (22) statt, wenn (i^ durch 
einen der Werthe f^, f.^ hindurchgeht — so ist einer der Ausdrücke 
von (Pq mit einem andern zu vertauschen, der Sinus mit dem Cosinus 

oder umgekehrt, der Art, dass sich die Phase sprungweise um -^ ändert. 

Die Punkte 9o*=/i ^^^ 9o*=/2 ^^^ reflectirten Strahles heissen die ^r^n- 
punkte desselben; aus (23) ergiebt sich, dass in ihrer Nähe die Ampli- 
tude von (po unendlich gross wird, und zwar wie r bezw. - ~ . 

VQo — fi Vqo — ft 

Wir sehen hier, dass sich auf einem Strahle eines reflectirten Bün- 
dels die Bewegung im Allgemeinen nach einem anderen Gesetze ändert 
als bei einem Strahlenbündel, welches direct von einem leuchtenden 
Punkte herkommt und durch eine kleine Oeffhung eines undurch- 
sichtigen Schirms gegangen ist. Bei einem solchen würden wir haben 

9>o = - f^ cos (/c{q, + Po) + *). (23a) 

Der Punkt, für den Qq = — (), ist, d. h. der Ausgangspunkt des 
Lichtes entspräche also hier den beiden Brennpunkten. 

Um eine klarere Einsicht in die Natur des reflectirten Strahlen- 
bündels zu erlangen, müssen wir neben dem einen Strahle desselben^ 
den wir bisher ins Auge gefasst haben, auch seine Nebenstrahlen 
betrachten. Der Strahl, auf den unsere Untersuchungen sich bezogen, 
und der vom Anfangspunkte unseres Coordinatensystems nach dem 
Punkte geht, nimmt diesen Weg, da für a; = ü und y = dt in 
der Fläche s verschwindet. Ist auch noch für andere Punkte dieser 
Fläche rfj; = 0, so müssen auch von diesen reflectirte Strahlen nach 
dem Punkte gehen. Die Bedingung hierfür ist also 

-L-iAx^' + 2^n^» + A,y')='0. d.h. ^„x + ^,jy«0 

a C24) 

Jy (Ai^'' + 2^,2xy + .ijjy') = 0, A,jX + A^^y = 0. 

Diese Gleichungen können erfüllt werden, ohne daas x und y ver- 
schwinden, falls 
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ist, denn unter dieser Bedingung wird ihnen durch 

y ^ ^" z^ ^" 

genügt. Jene Gleichung aber ist diejenige, welche die Brennpunkte des 
zuerst betrachteten Strahles bestimmt, des HaupistrafUes^ wie wir diesen 
nennen wollen. Fällt also der Punkt in einen dieser Brennpunkte, 
so gehen durch ihn unendlich viele reflectirte Strahlen , und zwar 
solche, die in einer den Hauptstrahl enthaltenden Ebene liegen. Jedem 
Brennpunkte entspricht eine solche Ebene. 

Diese beiden Ebenen stehen senkrecht auf einander. Um das 
zu zeigen, setzen wir für einen Strahl der ersten Ebene 

für einen der zweiten Ebene 

d. h. wir nennen 6j, ri^ und Ij; % ^^^ Cosinus der Winkel, welche 
die Schnitte dieser beiden Ebenen mit der o;^- Ebene und die Achsen 
der X und y mit einander bilden. Dann bestehen nach (24) die 
Gleichungen 

und 

aus denen durch Elimination der Grössen h die Gleichung 

^llS, ^2 + ^12(5l1?2 + ^2^l) + ^22^1^2 = 

abgeleitet werden kann, falls die beiden Brennpunkte nicht zusammen- 
fallen. Ersetzt man in dieser Gleichung die Coefficienten c durch 
ihre Werthe, so ergiebt sich mit Berücksichtigung von (21 a) 

(1 - ao')g,Sj - «0/80(1.^2 + hnx) + (1 - ß^Ui-n^ = 

oder 

lili + ^1^2 = («oS, + /'o^i)(«o52 + /Jo^i); 
wo «Q, /Sq, ^q wie früher die Richtungscosinus des Hauptstrahles be- 
deuten. Nennen wir für den Augenblick die Richtungen 

(«o» A» yo); (61, nxf 0), (Sj, 1^2, 0) 
die Richtungen 

0,1,2 

so lässt sich diese Gleichung schreiben 
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COS (1 , 2) = cos (0, 1) cos (0, 2); 
stellen wir uns also das sphärische Dreieck vor^ dessen Ecken den 
Richtungen 0; 1; 2 entsprechen, so spricht sie aus, dass dieses bei 
rechtwinklig ist^ und das ist es, was bewiesen werden sollte. 

§6. 

Das soeben betrachtete System der reflectirten Strahlen ist ein 
unendlich dünnes Strahlenbüüdel, bei dem im Allgemeinen durch 
jeden unendlich nahe an dem Hauptstrahle liegenden Punkt, ein 
Strahl geht, dessen Richtung unendlich wenig von der des Haupt- 
strahles abweicht. Aber ihm konmien gewisse Eigenthümlichkeiten 
zu, die nicht jedes Bündel dieser Art besitzt. Um diese zu erkennen, 
untersuchen wir das allgemeinste unendlich dünne Strahlenbündel. 
Einen beliebigen Strahl desselben nehmen wir als Hauptstrahl und zu- 
gleich als z- Achse eines rechtwinkligen Coordinatensystems an; die 
Ooordinaten zweier Punkte eines andern Strahles seien 

wo Xq, i/q, x^j y^ unendlich klein von derselben Ordnung sein sollen. 
Die Gleichungen dieses Strahles sind dann 

X =* Xq -f- Z\X^ — X^) 

Wir erhalten nun das allgemeinste tmendlich dünne Strahlenbündel, 
wenn wir x^^y^ als Functionen von Xq^ y^ annehmen, die mit diesen 
von gleicher Ordnung unendlich klein sind und gleichzeitig mit 
ihnen verschwinden, d. h. wenn wir setzen 

^1 — ^0 =- «^0 + ßyo 

yi — yo — y^o + *yo' 

wo «, /S, y, d irgend welche Constanten sind. Die Gleichungen des 
Strahles werden hierdurch 

a; «= (1 4- az)xQ + ßzy^ 

y = y^XQ + {l + dz)yQ. ^ ^ 

Fragen wir, ob es ausser dem Hauptstrahl noch Strahlen giebt, 
die durch einen Punkt (0, 0, z) desselben hindurchgehen, so finden 
wir hierfür die Bedingung 

(1 + az){l + 8z) - ßyz' = 0. (25a) 

Wenn z dieser quadratischen Gleichung genügt, so haben die ge- 
dachte Eigenschaft alle Strahlen, für die 

i — H^—7^ W 

ist-, es sind das also Strahlen, welche in einer gewissen durch die 
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2: -Achse gehenden Ebene liegen. Es giebt zwei solche Punkte auf 
dem Hauptstrahl, die den beiden Wurzeln der Gleichung (25a) für z 
entsprechen, und die wieder die Brennpunkte des Strahles heissen. 
Dieses Resultat stimmt also mit derb bei unserem reflectirten Strahlen- 
bündel gefundenen überein; aber während dort die Brennpunkte 
stets reell sind, können sie hier auch imaginär sein, da a, /3, 7^, d 
ganz beliebige Werthe haben können; und während dort der Winkel 
zwischen den Ebenen der durch die beiden Brennpunkte gehen- 
den Strahlen ein rechter ist^ kann er hier jeden beliebigen 
Werth haben. Sind nämlich z^ und Zj die Werthe von z für die 
beiden Brennpunkte ^ so sind die Tangenten der Winkel, welche die 
genannten Ebenen mit der 0:2:- Ebene bilden, beziehungsweise 

« + — «+7- 



Ji. und ^ 



11' ^ ' 

und es sind ~- und — die Wurzeln der Gleichung (25 a) für — 

Es ist daher 

J_ + _L ^a + ö) 

Daraus findet man für die Tangente des Winkels zwischen beiden 
Ebenen den Ausdruck 

1 i_ _ 

jj — y '^ p — y ' 

sich ergiebt. 

Der genannte Winkel ist hiernach dann und nur dann ein rechter^ 
wenn ß '^ y ist, welche Bedingung auch immer zur Folge hat; dass 
Zj und Z2 reell sind. Die Eigenthümlichkeit des reflectirten Strahlen- 
bündels besteht also darin , dass bei unserer Bezeichnung ß ^== y ist. 
Sie beruht auf einer wichtigen Eigenschaft, die immer die Strahlen 
besitzen, die von einem Punkte ausgegangen und. an einer beliebig 
gestalteten ; endlichen Fläche reflectirt sind: nämlich auf der Eigen- 
schaft, senkrecht zu stehen auf einem gewissen Systeme von Ober- 
flächen, die man Wellenflächen genannt hat Wir wollen die Glei- 
chungen dieser Flächen für unser reflectirtes Strahlenbündel aufstellen 
und dann beweisen, dass ein jeder Strahl desselben auf ihnen senk- 
recht steht 
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Es seien u und v zwei Variable, die einen Punkt der reflectiren- 
den Flache 

ffi^f y> ^) = o 

bestimmen, durch die also die Coordinaten x, y, z eines solchen 
Punktes sich ausdrücken lassen; (x^, y^y z,) bestimme wieder den 
leuchtenden Punkt und (xq, y^, Zq) einen Punkt auf dem Strahle, 
der von 1 ausgegangen und in {x, y, z) oder {u, v) reflectirt ist. 
Die Gleichungen dieses Strahles sind dann zwei in Bezug auf Xq, yQ, Zq 
lineare Gleichungen, in denen u und v als Parameter vorkommen, 
und die wir 

^«,0, B = (26) 

schreiben wollen. Denkt man sich in diesen Gleichungen den Variabein 
u und V alle Werthe gegeben, welche ihnen in der reflectirenden Fläche 
zukommen, so stellen sie die Gesammtheit der reflectirten Strahlen dar. 
Es seien wieder 



9t =V {x,-xy + (y, - yy + ^z, - zf 
Qo ~y[x, - a:)M:-(j^- y)^+ ^z'- -zf 

die Entfernungen der Punkte 1 und von dem Punkte (a:, y, z) 
oder {u, v) der Fläche. Dann ist 9, eine Function von u und v allein, 
(>Q eine solche von «, v und Xq, j/q, Zq, wenn wir x^j y,, Zj, oder 
die Coordinaten des leuchtenden Punktes, als Constanten betrachten. 
Man denke sich nun u und v mit Hülfe von (26) durch x^^ y^, Zq 
ausgedrückt und ihre Werthe in (), und Qq eingesetzt; diese werden 
dadurch Functionen von Xq^ ^q, Zq allein, die durch (p,) und (qq) 
bezeichnet werden mögen. Die Gleichung der Wellenflächen ist dann 

(Qx) + (Qo) = coöst., 
wenn a*^, y^, Zq die Coordinaten des variabeln Punktes sind. 

um nun den angekündigten Beweis zu führen, bemerken wir, 
dass aus der Definition von (^,) und (qq) folgt 

Für einen jeden an der Oberfläche g = reflectirten Str^l, für den 
also die Gleichungen (26) bestehen, ist aber nach (7) 

dx ex ' dy cy * dz dz 

Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit ^* , -^^ , - ~- 

odermit-^— , -^-1 o— ; addirt sie jedesmal und erwägt, dass y«=0 
eine identische Gleichung werden muss, wenn man in ihr x, y, z durch 
?/, V ausdrückt, dass also -|-- =- und -,^- = ist, so erhält man 
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du dv 

Also yerwandelt sich die Gleichung (27) in 

d{{9i) + (Qo)) ^ apo.. 
ebenso ist 

d{(9t) + (Qo)) ^ dQj^ 

dyo dyo 

a((p,) + (Po)) dPo 



Es verhalten sich aber die linken Seiten dieser Gleichungen wie die 
Richtungscosinus der Normale der Wellenfläche, die rechten, wie die 
Richtungscosinus des reflectirten Strahles; beide Richtungen fallen 
also zusammen, und damit ist der angektlndigte Beweis erbracht. 

Was den Namen ffWeiienflächen*' anbelangt^ so ist er gewählt, weil 
diese Flächen mit denjenigen zusammenfallen, in welchen die Phase 
in demselben Äugenblick dieselbe ist. Wir hatten nämlich gefunden 

die Gleichung einer Fläche gleicher Phase ist daher 

^(Pi + Qo) — 2^ 2^ = const. 

Nun variirt y allerdings auf der reflectirenden Fläche , aber langsam, 
k ist unentllich gross, und daher lässt diese Gleichung sich schreiben 

9i + (>o -= co^st. 

und dieses ist eben die Gleichung der sogenannten Wellenflächen. 

Da die reflectirten Strahlen die Normalen einer Wellenfläche 
sind, so besteht ein unendlich dünnes reflectirtes Strahlenbündel, wie 
wir es betrachtet haben, aus den Normalen eines unendlich kleinen 
Stückes einer Wellenfläche. Im Allgemeinen schneiden sich die Nor- 
malen eines unendlich kleinen Stückes irgend einer krummen Fläche 
bekanntlich nicht; es wird eine Normale nur von den anderen 
geschnitten, deren Ausgangspunkte in einer der beiden Krümmungs- 
Unten liegen, die durch den Ausgangspunkt jener hindurchgehen; ihre 
Schnittpunkte sind die beiden HaupikrümmvngsmiUelpunktey es sind 
dieses also die Brennpunkte des Strahles, der durch sie hindurchgeht. 
Die beiden Krümmungslinien schneiden sich senkrecht, und daher 
bilden die Ebenen der Strahlen, welche durch die Brennpunkte eines 
Strahles gehen^ einen rechten Winkel mit einander. So erklärt sich 
also die Eigenthümlichkeit eines reflectirten Strahlenbündels aus dem 
Umstände, dass seine Strahlen die Normalen der Wellenflächen sind. 

Von besonderem Interesse ist der schon vorher erwähnte specielle 
Fall eines unendlich dünnen reflectirten Strahlenbündels, in welchem 
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die beiden Brennpunkte eines seiner Strahlen zusammenfallen. Bei 
einer Bezeichnungsweise, wie wir sie soeben angewandt haben, muss 
dann 

^1 = ^2 

sein. Wir hatten aber gefunden 

dabei musste, wenn das Bündel ein reflectirtes sein sollte, 

/J — y 
sein ; die Gleichung z^ «= z^ wird daher nur erfüllt, wenn 

a «B d und /J «=■ y =B 
ist 

In diesem speciellen Falle gehen also die allgemeinen Gleichungen 
(25) eines unendlich dünnen Strahlenbündels über in 

a: ««= (1 + ^z)Xq 

y - (1 + az)y„ ^^'^ 

sie stellen also die sämmtlichen Geraden dar, die durch den Punkt 

x = 0, y = 0, z = — — 

gehen. Das Strahlenbündel yerhält sich hinter diesem Punkte gerade 
so, wie wenn es von einem leuchtenden Punkte an diesem Orte direct 
ausgegangen wäre; vor ihm verhält es sich in geometrischer Be- 
ziehung auch so, es divergiren hier aber die Strahlen nicht, sondern 

sie convergiren. Man nennt den Punkt (O, 0, ) das Bild des 

Punktes, von dem das Licht vor der Reflexion ausgegangen ist, und 
zwar ein reelles, wenn es einem positiven Werthe von Qq entspricht, 
die reflectirten Strahlen selbst also durch dasselbe hindurchgehen, ein 
virtuelles^ wenn Qq für dasselbe negativ ist, die rückwärts gezogenen 
Verlängerungen der reflectirten Strahlen also dasselbe treffen. 



Vierte Vorlesimg. 

Brechung des Lichtes. — Brechnngsgesetz. — Wellenflächen. — Princip der 
schnellsten AnktmfL — Untersuchung eines unendlich dfinnen Strahlenbündels 
nach beliebig vielen Brechungen und Reflexionen. — Eigenschaften seiner Wellen- 
flächen.-— Optische Wirkung einer sphärischen brechenden Fläche. — Brennpunkte, 
Zerstreuung, YergrOsserung. — Optische Wirkung eines centrirten Systems 
sphärischer Linsen. — Hauptpunkt« und Knotenpunkte. — Berechnung der 
Elemente eines Linsensystems und einer einfachen unendlich dünnen Linse. 

§1. 

Ganz ähnliche Betrachtungen , wie wir sie in der dritten Vor- 
lesung in Bezug auf die Reflexion des Lichtes durchgefQhrt haben^ 
lassen sich auch anstellen in Bezug auf die Brechung desselben. 

Denken wir uns wieder dem leuchtenden Punkte 1 einen durch- 
sichtigen Körper gegenübergestellt und untersuchen die Lichtbewegung 
in einem Punkte dieses Körpers. Es ist dann bei der früher ge- 
brauchten Bezeichnungsweise 

4jt(pQ^j dsSl, (1) 

9 

WO ds ein Element der ganzen Oberfläche s des Körpers bedeutet. 
Um den Fall zu vereinfachen, denken wir uns wieder diese Oberfläche 
mit Ausnahme eines kleinen dem Punkte 1 zugewandten Theiles mit 
einer schwarzen Hülle bedeckt, üeber die geschwärzte .Fläche ge- 
nommen, verschwindet dann jenes Integral, da für sie keiner der in 
§ 4 der zweiten Vorlesung hervorgehobenen Ausnahmefälle eintritt, 
es braucht das Integral (1) daher nur über die freie Fläche ausge- 
dehnt zu werden, die nun wieder die Fläche s heissen möge. Zunächst 

kommt es darauf an, für diese 9 und -|^ zu finden, d. h. die Werthe 

dieser Grössen auszudrücken durch diejenigen, die 9* an der äusseren 
Seite der Fläche s besitzt. Zu diesem Zwecke müssen wir wieder 
von dem Falle ausgehen, dass ebene Lichtwellen auf die ebene Grenz- 
fläche zweier durchsichtigen Mittel fallen. Das Coordinatensystem 
sei wieder so gewählt, dass die a:y- Ebene die Grenze, also z — > 
ihre Gleichung ist, und dass für dfts erste Mittel z < 0, für das 
zweite 5: > ist. Auf die einfallenden Wellen beziehen wir das 
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Zeichen (p^^ auf das Mittel, in dem sie sieb bewegen , den Index 1 
und setzen 

9>. = ^ cos (, ».» + »>.y + n,L _ t+sL) 2„. (2) 

Wie wir in der acbten Vorlesung ausführlich zu erörtern haben wer- 
den, sind, der Theorie und der Erfahrung gemäss, auch im zweiten 
Mittel ebene Wellen, die sogenannten gebrochenen, vorhanden; be- 
zieben wir auf diese das Zeichen 97» und auf das zweite Mittel den 
Index 0, so können wir also setzen 

y, _ CA cos (M±J^!L-tiM _ l+|Jtr ) 2n. (2a) 

Die Wellenlängen sind in den beiden Mitteln yerschieden; sie yer- 
halten sich, da die Schwingungsdauer dieselbe ist, wie die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten des Lichtes in ihnen. Zwischen /f , ^i » ^i 
und /q, tn^, Hq müssen dabei solche Relationen bestehen, dass die 
Phasendifierenzen Ton (p^ und (pt, in demselben Augenblicke in jedem 
Punkte der Grenze, d. h. für z=»0, dieselben sind; nur dann kann 
den Grenzbedingungen, die zu erfüllen sind, überall genügt werden. 
Es muss also für alle Werthe von x und y 



d. h. es muss 






sein. Sind lirm^, n^ gegeben, so sind hierdurch 7^, m^, und nach 

V + V + »0^ = 1 
auch n^ bestimmt; die Unbestimmtheit des Vorzeichens von n^ wird da- 
durch gehoben, dass die gebrochenen Wellen in das Innere des zweiten 
Mittels fortschreiten müssen. 

Aus den für 9)« und 9)5 aufgestellten Gleichungen folgt nun für 
z = 

wo N die in das Innere des zweiten Mittels gerichtete Normale be- 
deuten kann. 

Diese Gleichungen sind auch bei einer gekrümmten Grenze an- 
wendbar > wenn die Wellenlängen als unendlich klein angenommen 
werden, vorausgesetzt, dass nur ein einfallendes Wellensystem vor- 
handen ist Das findet in unserem Falle an der Fläche s statt, und 
hier ist 



ferner ist 



9e ="9*; 
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da jetzt jene Normale mit der früheren positiven 2: -Achse zusammen- 
fallt, und hierdurch hat man sich n^ auf die vorher bezeichnete Weise 
ausgedrückt zn denken. Nun kann man, ganz ähnlich wie bei der 
Reflexion, 1^ berechnen und damit einen Ausdruck für q>Q finden. 
Das Resultat lässt sich schreiben 

4ä(Po - ^0/^ ^ «i° (*i '•i + *o^o - -^ 2ä), (4) 

^•=±eos(^~4)2;r, (5) 

femer ähnlich wie früher 

"IT '*^»' "IT ^ 
gesetzt ist, und wenn endlich G eine gewisse Function des Ortes be- 
deutet, die ebenso wie y in der Fläche s langsam variirt. In dem 
Ausdruck von 4ä9)q ist hier ein zweites Integral fortgelassen, welches 
von derselben Form ist wie das erste, aber den Factor k^ nicht enthält 
und statt des Sinus den Cosinus hat; aus den im § 4 der zweiten 
Vorlesung gefundenen Sätzen folgt, dass dieses immer verschwindet, 
wenn nicht für einen endlichen Theil von $ 

constant ist; ist dieses der Fall, so verschwindet es nicht, aber da 
alsdann das oben angegebene Integral selbst unendlich gross wird, 
weil es mit dem unendlich grossen Tc^ multiplicirt ist, so kann jenes 
auch dann gegen dieses vernachlässigt werden. 

§2. 

Eine Betrachtung, welche der bei der Reflexion durchgeführten 
völlig analog ist, lehrt nun, dass der in (4) für (p^ gegebene Aus- 
druck im Allgemeinen verschwindet, doch ist, hier wie dort, ein Fall 
auszuschliessen, wo jener Ausdruck von Null verschieden ist. Um 
diesen Fall leichter characterisiren zu können, verstehe man unter 
i/| und Vq zwei endliche Zahlen, welche den Zahlen To^ und Tcq propor- 
tional und so gewählt sind, dass v den Werth Eins hat, wenn das be- 
treffende Mittel der leere Raum ist; man nennt dann die den Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten in 1 und umgekehrt proportionalen 
Zahlen v^ und i/^ die Brechungsverhältnisse für die Medien 1 und 0. 
Schliesst man dann den Fall aus, dass für einen endlichen Theil des 
Randes von s v^r, + ^0^*0 constant ist, so ist der Ausdruck von ^o 
dann und nur dann von Null verschieden, wenn es einen Punkt in s 

giebt, für den 

d(i/jr, +i/oro) 

in der Fläche verschwindet. Giebt es einen solchen Punkt und sind 
X, y^ z seine Coordinaten, so muss also 
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V |!i. + y |!± = z-|^ (6) 

^ dy ^ ^ dy dy ^ ^ 

oder bei der in der yorigen Vorlesung angewandten Bezeichnungsweise 

^i/»i+n^o = ^/» (6a) 

sein. Diese Gleichungen bestimmen cc^, ß^^ y^, also auch die Richtung 
( — «0, — ß^y — yo) d. i die Richtung des gebrochenen Strahles, der 
von dem Punkte {x, y, z) ausgeht. 

Um die Beziehung zwischen den Richtungen des einfallenden und 
des gebrochenen Strahles einfacher aussprechen zu können ; nehmen 
wir die Normale .Vzur z -Achse, und die Einfallsebene zur a:z- Ebene, 
d. h. wir machen 

a = 0, /J — und /Jj = 0, 
dann folgt aus (6a) 

d. h. der gebrochene Strahl liegt auch in der Einfallsebene, und 

1/,«, + Vo«o = 0; 
setzt man also 

«j = sin e, ccq = — sin b, 

d. h. bezeichnet man den Einfallswinkel mit e, den Brechungswinkel 
mit b, so ergieht sich 

^=,^ oder =A.-A_^, (7) 

wenn a^ und a^ die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Lichtes in den 
Medien 1 und bezeichnen. So haben wir das bekannte SneWsche 
Gesetz für die Richtung der gebrochenen Strahlen abgeleitet. 

Wie die Bewegung auf einem gebrochenen Strahle von Punkt 
zu Punkt sich ändert, findet man durch eine Rechnung, die sich von 
der bei der Reflexion durchgeführten nur dadurch unterscheidet, dass 
überall v^r^ + ^0^*0 an Stelle von rj^+ r^ auftritt. Dadurch ergeben 
sich für 9q die den dort gefundenen ähnlichen Ausdrücke 

(Po - ^^===^=== J?« {k,Q, + K9. + *)> (8) 

f^±(^o — /i)(^o — f%) S'll 

wo das Zeichen unter der Quadratwurzel wieder so zu bestimmen ist, 
dass die Wurzelgrösse reell wird, und wo die Wahl des Sinus oder des 
Cosinus wie früher durch die Lage des Punktes bedingt ist. 

Ein von einem Punkte ausgegangenes und an einer Fläche 
gebrochenes Strahlenbündel stimmt in seinen allgemeinen geometrischen 
Eigenschaften vollkommen mit einem reflectirten überein; auch die 
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gebrochenen Strahlen stehen senkrecht auf einem System von Flächen^ 
den sogenannten Wellenflächen. Nur die Gleichung derselben ist 
hier eine andere; für x^^y^j Zq als laufende Coordinaten eines Punktes 
ist sie nämlich 

Vi(Pi) + n(Po) = <^onst., (9) 

wenn in q^ und Qq die Coordinaten des Einfallspunktes {u, v) durch 
^07 ^0» ^0 ausgedrückt werden mit Hülfe der Gleichungen des durch 
{x, y, z) oder (w, v) gehenden gebrochenen Strahles. 

Die Gesetze, die die Richtung eines durch Reflexion oder Bre- 
chung entstandenen Strahles bestimmen, lassen sich leicht in einen 
Satz zusanmienfassen: v^ und Vq sind den Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten des Lichtes in den beiden Mitteln umgekehrt proportional, 
i/,r, +^0^0 i^* daher, in einer gewissen Einheit ausgedrückt, die 
Zeit, die das Licht gebrauchen würde, um yon 1 über den Punkt 
(a;, y, z) der Grenze nach zu gelangen; dieser Punkt (o;, y, z) 
ist dann dadurch zu bestimmen, dass für ihn d{v^r^ + Vf^r^) auf der 
Grenzflache verschwindet, also dadurch, dass der Zuwachs ver- 
schwindet, den die genannte Zeit erföhrt, wenn der Punkt (jt, y, z) 
unendlich wenig in der brechenden Fläche verschoben wird. Man 
pflegt diesen Satz dahin auszusprechen, dass man sagt, das Licht 
nimmt von 1 nach den Weg, auf dem es die kürzeste Zeit ge- 
braucht, und man nennt diesen Satz das Princip der schnellsten An- 
Jcunft. Diese Ausdrücke sind nicht ganz präcise; soll nämlich jene 
Zeit ein Minimum sein, so muss allerdings ihre Variation ver- 
schwinden, aber nicht immer, wenn die Variation verschwindet, ist 
die Zeit ein Minimum. Doch wollen wir dem Sprachgebrauche fol- 
gend diese Bezeichnung beibehalten. Dasselbe Princip bestimmt 
offenbar auch den Weg, den ein Lichtstrahl bei einer Reflexion 
nimmt, denn r, +ro, dessen Differential längs einer jeden Richtung 
in der reflectirenden Fläche verschwinden muss, ist hier, in einer 
gewissen Einheit ausgedrückt, die Zeit, die das Licht gebraucht, um 
von 1 über (x, y, z) nach zu kommen. 

Das Princip der schnellsten Ankunft bestimmt nun auch den 
Weg, den ein Lichtstrahl bei beliebig vielen Brechungen und Re- 
flexionen von einem Punkte 1 nach einem Punkte nimmt. Es seien 

Tj, Tj . . . r^, Tq 
die Strecken, die er in den einzelnen Mitteln zurücklegt, 

die reciproken Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in ihnen; der Weg 
des Lichtstrahles ist dann dadurch bestimmt, dass 

^1 rx + Vjrj H h na + ^0^0 = '^ (10) 

ein Minimum ist, oder präciser ausgedrückt dadurch, dass dx für 
irgend welche Verschiebungen der Einfallspunkte verschwindet. Sind 

KiTchhoff. Optik. 5 



66 Vierte Vorleanng. 

Paare von Variabein, die je einen Punkt auf den einzelnen Grenz- 
flächen bestimmen; so sind die Einfallspunkte zu ermitteln aus den 
Gleichungen 



1^ = . . '— ^0 

^I„ = ... ^ ^ = 



(11) 



Hieraus ist weiter mit Leichtigkeit zu erweisen, dass die Strahlen, 
die von dem leuchtenden Punkte 1 ausgegangen und an beliebig 
vielen Flächen reflectirt oder gebrochen sind, denselben Charakter 
haben, wie wenn sie nur eine Reflexion oder Brechung erfahren 
hätten, dass sie nämlich auch auf einem System von Flächen, den 
Wellenflächenj senkrecht stehen. Die Gleichung der Wellenflächen 
ist, wenn x^^ y^^ Zq die laufenden Coordinaten eines Punktes sind, 

r = const. , 
wo in dem Ausdruck von r die Einfallspunkte mit Hülfe des Principes 
der schnellsten Ankunft durch Xq, y^y Zq auszudrücken sind. Dass 
nämlich diejenige von jenen Flächen, die den Punkt enthält, von 
dem durch diesen Punkt gehenden Strahl senkrecht geschnitten wird 
lehrt diese üeberlegung: Es ist 

und entsprechende Gleichungen gelten für die Ableitungen von x 
nach y^ und z^. Aus (11) folgt aber, dass auf der rechten Seite 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten fortfallen, und die so sich 
ergebenden Gleichungen 

dx dro dt_ dro Jl_ ,, i»o. 

dxo ~ ^0 'dxo' dyo "" ^ dyö ' dz, '^ ^0 de^ ' 
zeigen, dass die Normale der Wellenfläche im Punkte mit dem 
Lichtstrahl zusammenfällt. 

Unmittelbar folgt endlich aus der Gleichung der Wellenflächen, 
dass alle betrachteten Strahlen dieselbe Zeit gebrauchen, um von einer 
Wellenfläche zu einer andern zu gelangen. 

§3. 

Wir wollen jetzt eine Anwendung des vorher abgeleiteten Bre- 
chungsgesetzes machen auf die optische Wirkung einer Linse oder 
eines Systemes von Linsen. Dazu muss jedoch noch die folgende all- 
gemeinere Betrachtung vorausgeschickt werden. 

Wenn durch eine einmalige Brechung im Punkte (a:, y, z) einer 
Fläche g{xyz) = ein Strahl von 1 nach gelangt, so ist bei der 
vorhin gebrauchten Bezeichnung 
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Diese Gleichung ist eine Zusammenfassung der drei folgenden 



*^< dx ^ ^» dx 




^1 gjr + ^^o'aäT 


^ r ^9 
= ^dy 


*'« aa + "« »^ 





die wieder gleichbedeutend sind mit 

''iri +^0^0 — ^y; 

alle diese Gleichungen sind nur verschiedene Ausdrücke des Brechungs- 
gesetzes. Lassen wir nun den Punkt auf dem gebrochenen Strahle 
und seiner Verlängerung über {x, y, z) hinaus aus dem zweiten 
Mittel in das erste hineinrücken, verstehen aber immer, wie früher, 
unter («q, /Sq» ^0) ^^^ Richtungscosinus der von nach (x^ y, z) 
gezogenen Linie, so nehmen beim Ueberschreiten der Grenze 
(flfß, /Jq, Yq) die entgegengesetzten Werthe an; es gelten daher dann 
die Gleichungen 

oder 



^1 


du 
dx 


Vü 


du 

dx 


— ^dx 


Vi 


8r, 

dy 


n 


du 
dy 


_ T dg 
-^dy 


Vi 


du 

dz 


n 


du 

dz 


= ^ Jz 




d{v,r^ 


— 


Voro) 


= 0. 



oder endlich 



Verstehen wir also unter einem Strahl die nach beiden Seiten ins Unend- 
liche sich erstreckende Gerade, von der er eigentlich nur einen Theil 
ausmacht, so können wir hiemach sagen, dass der von 1 her- 
kommende und an der Grenze der beiden Mittel gebrochene Strahl, 
der durch den Punkt geht, durch die Gleichungen d{v^r^ + v^r^^^^Q 
oder d{v^r^ — v^r^ = bestimmt ist, je nachdem der Punkt im 
zweiten oder im ersten Mittel liegt. Dabei ist, wie dies bisher immer 
geschah, r^ als positiv zu rechnen. Statt dessen können wir auch 
sagen: Es gilt immer die .Gleichung d{v^r^ -{' v^r^^^Oj dabei ist 
aber Tq positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem im zweiten 
oder im ersten Mittel sich befindet. 
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Eine ähnliche Verallgemeinerung, wie wir sie soeben in Betrefif 
der Lage des Punktes haben eintreten lassen, können wir auch in 
BetreflF der Lage des Punktes 1 einführen: diesen können wir auch 
in dem zweiten Mittel annehmen, wenn wir zu dem einfallenden 
Strahl seine Verlängerung hinzurechnen. In diesem Sinne gilt der 
Satz : Einem einfallenden Strahle, der durch einen Punkt 1 geht, ent- 
spricht ein gebrochener Strahl, der durch einen andern Punkt geht, 
wenn für sie d{v^r^ + ^o^o) = ^ ^^^7 ^^ ^i positiv ist, wenn 1 auf 
der ersten Seite der brechenden Fläche, r^ positiv ist, wenn auf 
der zweiten Seite der brechenden Fläche liegt, diese Grössen aber 
negativ sind in den entgegengesetzten Fällen. 

Nun sei die brechende Fläche kugelförmig; M sei ihr Mittel- 
punkt, eine durch M gelegte pj^ 3 
Linie die z- Achse unseres Co- 
ordinatensystems; im Sinne der 
wachsenden z falle Licht auf die 
Fläche. Ihr Schnitt mit der 
z -Achse sei der Anfangspunkt 
der Coordinaten; die z-Ordinate 
von M sei B, so dass der absolute Werth von R der Radius der 
Kugel, B aber positiv oder negativ ist, je nachdem das Licht auf 
die convexe oder concave Seite der Eugel fällt. Auf der z -Achse 
denken wir uns zwei Punkte 1 und 0, deren Coordinaten Zj und Zq 
sind, nehmen an, dass die einfallenden Strahlen durch 1 gehen, und 
suchen den gebrochenen Strahl, der (reell oder virtuell) durch geht. 
(xj y, z) sei der Punkt P\ in dem dieser gebrochen ist, r^ und r^ 
zwei Zahlen, deren absolute Werthe die Abstände desselben von 1 
und und deren Vorzeichen so gewählt sind, dass r, und z, entgegen- 
gesetztes, Tq und z„ gleiches Zeichen haben. Mit Berücksichtigung 
des soeben hergeleiteten allgemeinen Satzes ergeben sich dann für 
Xf i/j z die Bedingungsgleichungen 

^(f,r,+»'o'-,) = ^(»',r, + nro) = (12) 

und dabei 

xi + y^+{z— Ry = R\ 

Nun nehmen wir an, dass alle Strahlen nur unendlich kleine Winkel 
mit der z- Achse bilden, dann wird die letzte Gleichung bei Ver- 
nachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 

Weiter ist 

r, = + l/a:^+ y* + (z, - zf = + j/z.^+ix' +y2)(l - ^) 



-±y^' + y' + (^« - ^r = ±/v+(^'+y')(i - 1)' 



f 
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oder, wenn man die Wurzeln bis auf Glieder der zweiten Ordnung ent- 
wickelt und der vorausgeschickten Regel gemäss ihre Vorzeichen wählt, 

Die Gleichungen (12) geben daher 

K''(i-i-)-''.(i-5-))-°- 

Diesen Gleichungen wird genügt, wenn o; = 0, y = 0, aber auch, 
bei beliebigen Werthen von x und y, wenn 

ist. Im letzten Falle gehen alle von 1 ausgehenden Strahlen durch 0, es 
ist also das Bild von 1. Jedem reellen Werthe von z, entspricht ein 
reeller Werth von Zq und beide wachsen gleichzeitig. Jeder Punkt 
1 hat also sein Bild 0, und die Gleichung (13) lehrte dass sich Bild 
und Object gleichzeitig in demselben Sinne auf der r- Achse bewegen. 
Die Divergenz der Strahlen ist durch die Brechung geändert. 
£s sei «&] der Winkel, den einer der einfallenden Strahlen mit der 
z- Achse bildet, ^^ der Winkel zwischen dem entsprechenden ge- 
brochenen Strahle und der Achse; bei Rücksicht darauf, dass ^^ und 
^Q unendlich klein sind, hat man dann 

jenes Yerhältniss ist also für alle Strahlen dasselbe; wir wollen es 
bezeichnen als die Zerstreuung der Strahlen. 

Alle Geraden, die durch den Mittelpunkt der Eugel gezogen 
sind, verhalten sich ganz ebenso^ wie die hier gewählte Achse; 

daraus ist zu schliessen, dass 
^«- *• ein Stück 1 A^ einer um M be- 

^•. A I schriebenen Kugelfläche durch die 

Brechung an unserer Fläche in 




dem Stücke 0^ einer concen- 
trischen Eugelfläche ähnlich ab- 
gebildet wird. Ist das Object, mit- 
hin auch das Bild, unendlich klein, 
so fallen diese Eugelstücke mit ebenen Flächen zusammen, die auf 
unserer z- Achse senkrecht stehen. Die Grösse des Bildes ist eine 
andere, als die des Objectes. Sind Xy und Xq die Abstände der 

Punkte A^^ Aq von der Achse, so ist der Werth des Bruches — 

für alle Punkte derselbe und giebt uns ein Mass für das Grossen- 
verhältniss von Bild und Object, jener Bruch heisst daher die Ver- 
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grösservng des Bildes. Er ist bestimmt durch die Gleichung 

j i_ 

^0 ^__. R — Zq gp Zq Ä ^^_?[i_ j?q^ ,_3 _^ ^ /'i4\ 

Zt B 

wo -^ sich auf die Punkte 1 und bezieht; eine merkwürdige Glei- 
chung, von der wir sehr bald eine Verallgemeinerung kennen lernen 
werden. 

§4. 

Denken wir uns eine Reihe von verschiedenen durchsichtigen 
Mitteln ; getrennt von einander durch kugelförmige Flächen, deren 
Mittelpunkte alle auf einer Geraden, unserer z-Achse liegen; eine 
solche Reihe wird ein centrirtes Linsensystem genannt. In dem ersten 
Mittel befinde sich ein kleines Object in einer ^uf der z -Achse 
senkrechten Ebene; von diesem entwirft die erste brechende 
Fläche ein ähnliches Bild, welches als Object für die zweite Fläche 
angesehen werden kann, und von welchem die folgende wieder ein 
ähnliches Bild erzeugt. Setzt man diese Schlussweise fort, so sieht 
man, dass das ganze System von dem Object ein ähnliches Bild in 
einer zur z-Achse senkrechten Ebene hervorbringt. Von diesem Bilde 
lassen sich noch weitere Eigenschaften ableiten ohne specielle Voraus- 
setzungen über die Beschaffenheit des Systemes. 

Zunächst lässt sich die Form der Gleichung finden, die zwischen 
den z-Coordinaten z^ und Zq von Object und Bild besteht. Für eine 
brechende Fläche hatten wir die Gleichung 

gefunden, wenn der Coordinatenanfangspunkt in der brechenden Fläche 
lag. Verlegen wir diesen Anfangspunkt auf der z-Achse, indem wir 
zu z, und Zq dieselbe beliebige Constante hinzufügen, drücken wir 
dann Zq durch Z| aus, und schreiben endlich noch Z2 an Stelle von 
Zq, so ergiebt sich 

wo sich also Zj auf das durch die erste brechende Fläche erzeugte 
Bild bezieht. Hat Z3 dieselbe Bedeutung für das folgende Bild, so 
ist ebenso 

^ ^ ^« + P«^ 

oder bei Berücksichtigung des soeben gefundeneu Werthes von z^ 

^3 — 7-+ rz, ' 

Führt man so eine Brechung nach der anderen in die Rechnung 
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ein, und bezieht Zq auf das letzte Bild, so findet man offenbar 
zwischen Zq und z^ eine Gleichung von der Form 

^0 Y + dzr 

welche man folgendermassen schreiben kann 

^0 -/•« = - -^-7^- (15) 

Wir haben nun gesehen, dass bei einer brechenden Fläche Zq und z, 
gleichzeitig wachsen, und daraus folgt; dass dasselbe auch bei dem 
ganzen Systeme der Fall sein muss. Aus (15) ergiebt sich aber 

und da hierin ~.j- sowie (z, — f^y positiv sind, so folgt, dass B 

eine positive Constante sein muss. Die Gleichung (15) zeigt femer, 
dass für jeden reellen Werth von z, ein reeller Werth von Zq vor- 
handen ist, was wir auch direct aus der Richtigkeit dieses Satzes für 
eine brechende Fläche hätten erschliessen können. Die Punkte z«=/\ 
und z = f^ nennt man den ersten und den zweiten Brennpunkt oder 
zusammen die Hauptbrennpunkte des Systems; aus (15) folgt^ dass sich 
ein Object im ersten Brennpunkt in der Unendlichkeit, ein Object in 
der Unendlichkeit im zweiten Brennpunkt abbildet. 

Um nun die Vergrösserung des Bildes zu finden, fassen wir einen 
Punkt des Objects ins Auge, der in der a:z- Ebene liegt und die 
Coordinaten {x^^ 0, z^ hat. Wir wissen schon, dass sich alle von 
diesem Punkte ausgegangenen Strahlen, nachdem sie das System durch- 
laufen haben, in einem Punkte, dem Bilde jenes Punktes schneiden. 
Um den Ort dieses Bildes zu finden, würde es schon ausreichen zwei 
Strahlen bei ihren Brechungen zu verfolgen; wir wollen die von dem 
Punkte ausgehenden Strahlen betrachten, die in der a;z- Ebene liegen; 
bei allen Brechungen bleiben sie wegen der stattfindenden Sym- 
metrie in dieser Ebene, woraus folgt, dass auch das letzte Bild des 
Punktes in der a;z- Ebene liegt. Sind {xq, 0, z^ seine Coordinaten, 

so ist — die gesuchte Vergrösserung; dieselbe ist eine Function 

von z^ oder von z^ allein, da dies für eine brechende Fläche der 
Fall ist. Es würde weitläufige Rechnungen erfordern, wenn wir dieses 
Verhältniss ermitteln wollten durch Untersuchung der Brechung an 
den einzelnen Flächen des Systemes ; die folgende Erwägung lehrt es 
unmittelbar kennen. 

Wir haben bisher nur von einem Objecte gesprochen, das in 
einer zur z -Achse senkrechten Ebene liegt; von einem solchen erzeugt 
das Linsensystem ein ähnliches Bild. Da von jedem Punkte ein Bild 
entsteht, so wird auch ein räumlich ausgedehntes Object durch das 
System abgebildet werden, aber nicht mehr ähnlich; die Dimensionen 
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in der Richtung der z -Achse werden in anderem Verhältniss ver- 
grössert, als die Dimensionen in der Richtung der x- und der y -Achse, 
und mit den z-Coordinaten ändert sich die eine wie die andere Ver- 
grosseruDg. Eine Eigenschaft der Abbildung eines räumlich aus- 
gedehnten Objectes kennen w^r aber von vornherein: Eine gerade 
Linie des Objectes, die ein einfallender Lichtstrahl sein kann, wird 
als gerade Linie abgebildet, nämlich als der gebrochene Lichtstrahl, 
der von jenem herrührt, da ja alle Strahlen, die vor der Brechung 
durch einen Punkt gehen, nach der Brechung das Bild des Punktes 
passiren. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn zwischen x^ und z^ 
eine lineare Gleichung besteht, auch zwischen Xq und Zq eine solche be- 
stehen muss. 
Es sei nun 

Ax^ + (7z, + /> = 

jene lineare Gleichung zwischen x^ und z,; mit Rücksicht auf die 
Voraussetzung, welche der ganzen im Vorstehenden entwickelten 
Deduction zu Grunde liegt, dass nämlich alle Strahlen der Achse 
sehr nahe und ihre Winkel mit derselben sehr klein sind, müssen 
in ihr C und D gegen A klein sein. Führen wir nun in sie Xq und 
Zq statt x^ und z, ein, so muss die so sich ergebende Gleichung linear 
in Bezug auf x^ und z^ gemacht werden können. Nun ergiebt sich 
aus (15) 

f ^ 

femer wollen wir setzen 

wo F eine zu bestimmende Function des beigesetzten Argumentes 
bedeutet. Dann verwandelt sich jene Gleichung in 



4^»+^(^'-^T^o) + ^ = ^' 



F{ 

multiplicirt man diese Gleichung mit Zq — /q, so sieht man, dass 
sie nur dann linear wird, wenn 

ist, wo E eine Constante bedeutet; die Gleichung ist dann 

AEx, + (Cf, + D){z, - Q -BC==0, (16) 

und die gesuchte Vergrösserung des Bildes 

Xo ^0 — fo B 1 



Xi E E z^^U 



(16a) 



Es ist also die Vergrösserung — ^ eine lineare ganze Function von Zq 

Aus (16 a) ergiebt sich 

^ jß ^t 

^0— Ez,^f,^ 

in derselben Weise erhält man 
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B _yi_ 
^0 = — E z,-f,' 
während aus (15) 

^0 "^^ /o — 



folgt. Es sind also die Coordinaten x^^ y^^ Zq des Bildes eines 
Punktes (x^ , t/^ , z^) lineare gebrochene Functionen von jenen mit dem- 
selben nur von z^ abhängigen Nenner. 

Bei der Untersuchung einer einzelnen brechenden Fläche haben 
wir die Zerstreuung der Strahlen ins Auge gefasst. Derselbe BegrifiF 
kann offenbar auch hier bei einem brechenden Systeme Anwendung 
finden. Denken wir uns einen einfallenden Strahl, der bei z =» z^ 
die z- Achse unter dem (kleinen) Winkel d"^ schneidet; der durch 
das System gebrochene Strahl schneide die Achse bei z «» Zq unter 
dem Winkel ^q; -^ ist dann das, was wir die Zerstreuung der yon 

z =^ z^ ausgehenden Strahlen genannt haben. Die Gleichung des ein- 
fallenden Strahles sei wie oben 

/fa: + (7z + i> = 0; 

dann ist z = z^ für o: = 0, d. h. 

D 

und 

^ dx C 

Die Gleichung des gebrochenen Strahles ist dann nach (16) 

AEx + {Cr, + />)(z - fo) -BC=0. 
Setzt man hierin x = 0, so ergiebt sich für Zq die schon vorher ge- 
fundene Gleichung 

^ü /o = Cft + 1) "" ~fi-ei' 
und ferner 

jf^ _ dx _ Cft + D 
— dz "" A±J » 

also wird die Zerstreuung 

^1 £ E E Zq — /i 

Im Folgenden wollen wir eine Aenderung der Bezeichnung vor- 
nehmen: Für E wollen wir — Öq schreiben und 

B = b,b^ 
setzen; es sind dann b^ und b^ von gleichem Vorzeichen, da B positiv 
ist; diese Grössen heissen die Brennweiten des Systemes^ b^ die erste, b^ 
die zweite. /*,, /",,, ft,, bQ können als die Elemente des Linsensystems 
bezeichnet werden; von ihnen allein hängt die Wirkung desselben, 
soweit wir sie hier betrachten, ab, wie die nachstehende Zusammen- 
stellung erkennen lässt 
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(Ort des Bildes) 

(VergrösseruDg des Bildes) (17) 



Xq 
»0 



«0- 


A 


= 


bi 


«ü — 


b, 


bo 
b, 





-jT = ~" g _!_f = — -^ — - (Zerstreuung der Strahlen); 

auch in diesen Formeln beziehen sich die Indices 1 und auf das 
Object und auf das von jenem entworfene Bild. 

Aus den beiden letzten dieser Gleichungen folgt 

dieses Product ist also unabhängig von der Lage des Objectes und 
seines Bildes. Aber noch einfacher lässt sich der Werth dieses Pro- 
ductes angeben: Wir haben für eine brechende Fläche die Gleichung 

Xq d-Q Vj 

bewiesen; denken wir uns die entsprechenden Gleichungen für alle 
brechenden Flächen unseres Systemes gebildet, also 

3- :??. = JÜL 3_ :?«_ = 3 

Xi 4^, v^ ^ Xi ^t ^1 ^ * 

und alle diese multiplicirt^ so heben sich die auf die Zwischenbilder 
bezüglichen Grössen fort, und es bleibt 

Xi ^1 ™ Vo ' 

wo sich auf das erste Mittel der Index 1 , auf das letzte der Index 
bezieht. Wir erhalten also dieselbe Gleichung, die für eine brechende 
Fläche gilt. Dabei ergiebt sich zugleich wegen (17 a) 

-|l = ^. (17b) 

Ist das letzte und das erste Mittel dasselbe, ein Fall der bei 
Femröhren, Mikroskopen und anderen optischen Instrumenten ein- 
tritt, so ist 

b^=b, und ^.-l^^l. 

§5. 

Bei Untersuchungen, die sich auf ein gegebenes Linsensystem 
beziehen, hat man entweder für ein Object, das in einem gegebenen 
Punkte sich befindet, das Bild, oder für einen gegebenen einfallenden 
Strahl den gebrochenen zu ermitteln. Die Gleichungen (17) des 
vorigen Paragraphen lösen die erste Aufgabe allgemein, wenn mau 
die a;- Achse passend wählt, die zweite nur in dem Falle, dass der 
einfallende Strahl die z- Achse schneidet. Es giebt aber geome- 
trische Constructionen, und zwar recht mannigfaltiger Art, durch 
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welche beide Aufgaben allgemein und einfach gelost werden können. 
Im Folgenden sollen die einfachsten angegeben werden. 

Der Ausdruck (17) für die Vergrösserung zeigt, dass diese, wenn 
Zq oder wenn z^ alle Werthe von — oo bis + oo durchlauft, jeden 
Werth von — oo bis -1- ^^ einmal und nur einmal annimmt; es 
giebt also ein Werthepaar von z^ und Zq, für welches Xq «= o;, ist, 
d. h. für welches Bild und Object gleiche Grösse und gleiche Lage 
haben. Es seien diese Werthe h^ und h^] dann ist 

Äi=/; + 6i, h,=f,-b,. (18) 

Die hierdurch bestimmten Punkte der Achse hat Gauss*) zuerst in 
Betracht gezogen und sie den ersten und zweiten Hauptpunkt des 
Systems genannt; die durch sie senkrecht zur Achse gelegten Ebenen 
heissen die Hauptebenen des Systemes. 

Ebenso giebt es einen Werth von z, und einen von Zq, für 
welche Xq = — x^ ist, für welche also das Bild dieselbe Grösse, aber 
die entgegengesetzte Lage, wie das Object hat; sind H^ und H^ diese 
Werthe, so ist 

Töpler**) hat vorgeschlagen, diese Punkte der Achse die Haupt- 
punkte der zweiten Art und die entsprechenden Ebenen die Haupt- 
ebenen der zweiten Art zu nennen. Diese vier Hauptebenen erlauben 
in sehr einfacher Weise den gebrochenen Strahl zu construiren, 
der von einem einfallenden herrührt, da man auf das leich- 
teste die Bilder seiner Schnittpunkte mit den Ebenen Ä, und //, 
finden kann. 

Dieser Construction des gebrochenen Strahles entspricht voll- 
kommen eine Construction des Bildes eines Punktes. 

Der Ausdruck (17) für die Zerstreuung lehrt, dass es ein Werthe- 

paar von z^ und z^ giebt, für welches -^ irgend einen gegebenen 
reellen Werth besitzt; es sei 

^0 = ^1 für z, = Xr, , Zo = /To; 
ein Strahl, der vor der Brechung durch den Punkt z^^^k^^ der Achse 
geht, geht dann nach der Brechung in ungeänderter Richtung durch 
den Achsenpunkt z^^^k^. Dabei ist nach (17) 

^1=/; + ^, A-o=/o~^i. (19) 

Auf diese Punkte hat Listing zuerst aufmerksam gemacht und 
sie den ersten und zweiten Knotenpunkt des Systems genannt; ist 
^0 ==' ^u ^sö ^0 = ^u s^ fallen sie mit den Gauss^^ch^n Haupt- 
punkten zusammen. Töpler hat nun wieder die beiden Punkte der 
Achse Knotenpunkte der zweiten Art genannt, für welche O^j c= — ^^ 

•) Dioptrische Untersuchungen. Göttingen 1840. Werke Bd. V. 
**) Poggend. Ann. Bd. 142. 



76 Vierte Vorlesuug. 

ist. Ein Strahl, der vor der Brechung durch den ersten dieser Punkte 
geht, geht nach der Brechung durch den zweiten und bildet mit der 
Achse einen eben so grossen Winkel wie jener, aber in entgegen- 
gesetztem Sinne. Ist für diese Punkte Zj = Ä", , z^ =» A^^j , so ist 

^1=/*!-^, Ä'o=/-o + ^; (19a) 

sie fallen mit den Hauptpunkten zweiter Art zusammen, wenn 
Vq = i/j ist. Mit Hülfe der vier Knotenpuukte kann man das Bild 
irgend eines Punktes 1 construiren, da man leicht die gebrochenen 
Strahlen zeichnen kann, die von den einfallenden herrühren, welche 
von 1 nach k^ und A^j gehen. 

Die nachstehende Figur veranschaulicht die symmetrische Lage 
dieser vier Punktepaare zu den Hauptbrennpunkten, sowie die Be- 
ziehungen, welche zwischen ihren Abständen und den beiden Brenn- 
weiten des Systemes bestehen. 

Fig. 6. 
2&0 2&0 



2/, JT, /; kt Ä, ko ho U So 



2bi 2bi 

Wir wollen nun darauf ausgehen, die Elemente eines centrirten 
Linsensystems zu berechnen aus der Gestalt und Lage seiner brechen- 
den Flächen und den Brechungsverhältnissen seiner Mittel. Zu 
diesem Zwecke stellen wir uns die folgende Aufgabe: Das ganze 
System denken wir uns in zwei Theile getheilt, der Art, dass das 
letzte Mittel des ersten Theils und das erste Mittel des zweiten Theils 
identisch sind. Die Elemente des ersten Theils seien /\, f^, ^j, b^y 
die des zweiten /*/, /q', b{, b^, die des ganzen Systemes F^J F^, B^^ Bq] 
es sollen diese letzten vier Grössen aus jenen acht ersten berechnet 
werden. Die Coordinaten des Objectes seien wieder a^j, Zj, die des 
Bildes, welches das ganze System erzeugt, a:^, z^, endlich seien ar, z 
die Coordinaten des Bildes, welches der erste Theil desselben her- 
vorbringt und welches zugleich das Object für den zweiten Theil 
ist. Wir haben dann nach (17) die Gleichungen 

Xq ___ Fq—Zq ___^ Bx ^ 

Da nun identisch -^ = — . ^ ist, so folgt hieraus 

X^ X\ X 

Bt z, - F, 

Oibi (^i-/i)U— /i') (^20 b) 

Bo ^ Fo~-z^ _ 

bobo' ^ (/o - z) (/o' — Zo) ' 
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Um diese Gleichungen abzuleiten, haben wir die Grössen a:,, a:, Xq 
in Betracht gezogen ; weiter brauchen wir dieselben nicht zu berück- 
sichtigen, wir können vielmehr die weiteren Schlüsse an die fünf Glei- 
chungen (20a) und (20b) zwischen 2:,,z,Zq anknüpfen. Eine von 
diesen drei Grössen können wir willkürlich wählen; setzen wir zuerst 

dann gehen die vier ersten Gleichungen in 

^ ^^ /o > ^0 *^^ -^0 

/«' - n = ffr}-> ^1 = f^'Jf^' (21) 

über, während die fünfte die unbestimmte Form _ annimmt. 
Setzen wir 

so erscheint die vierte Gleichung in unbestimmter Form, während die 
vier anderen ergeben 

^^-^^=Ä> ^o = ,^^>;; (21a) 

die vier Grössen /*, , F^, B^, B^ sind also durch die Gleichungen 
IT -1 /• _i_ ^«^0 /? ^< 

^0 /O f f'> ^0 f'^f' 

/o — /l 10 li 

in der verlangten Weise ausgedrückt. Durch wiederholte Anwendung 
dieser Formeln kann man die Elemente eines jeden Systems finden, 
wenn man sie nur für eine einzelne brechende Fläche anzugeben 
vermag, die allgemeine Aufgabe ist also auf dieselbe fQr den Fall 
einer einzigen brechenden Fläche zurückgeführt. 

Um diese letzte Aufgabe zu lösen, nehmen wir zunächst an, dass 
sich das Object in der Tangentialebene der brechenden Fläche und 
zwar in dem Punkte befinde, in welchem diese die z- Achse schneidet 
Soweit dann die brechende Fläche in Betracht kommt, föllt sie mit 
der Tangentialebene zusammen. Das Bild eines solchen Objectes 
fällt dann mit dem Objecto selbst zusammen. Da in diesem Falle 
also Bild und Object dieselbe Grösse und Lage haben, so liegt das 
Object in der ersten, das Bild in der zweiten Hauptebene, jene beiden 
Ebenen fallen daher hier zusammen. Wird also jetzt jener Schnitt- 
punkt der brechenden Fläche mit der z -Achse als Anfangspunkt des 
Coordinatensystems gewählt, so sind die z-Coordinaten h^ und A^ 
jener Hauptebenen beide gleich Null; aus den Gleichungen (18) er- 
giebt sich daher 
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Denkt man sich jetzt ein Object im Mittelpunkt M der Linse, so 
wird ein von M ausgehender Strahl seinen Weg ungehindert fort- 
setzen, der einem solchen entsprechende gebrochene Strahl wird also 
ebenfalls durch M gehen und dieselbe Richtung wie der einfallende 
Strahl besitzen. Die beiden Knotenpunkte des Systems fallen also 
im Mittelpunkte M der Linse zusammen, und aus den Gleichungen 
(19) ergiebt sich daher 

A + ^o = Ä» /*o — ^ = Ä; 
und hieraus folgt mit Hülfe der obigen Gleichungen 

aus dieser und aus der früher abgeleiteten Gleichung (17 b) 

_&o ^ = 

erhalten wir somit für h^^y ^, , /J,, /, die folgenden Ausdrücke 

*o = /.= Ä,^, \ f^-^^-V,- (23) 

Wir wollen eine Anwendung der Formeln (22) auf eine Glas- 
linse machen, die auf beiden Seiten von Luft umgeben ist. v^ sei 
das Brechungsverhältniss der Luft, v das des Glases; R der Krüm- 
mungsradius der ersten, R' der der zweiten Fläche, positiv oder 
negativ genommen, je nachdem diese ihre convexe oder concave Seite 
dem einfallenden Lichte zukehren. Wir wollen aber annehmen, dass 
die Linse als unendlich dünn zu betrachten sei; dann kann für beide 
Linsenflächen z = gesetzt werden, und die eben für fy und f^ auf- 
gestellten Ausdrücke lassen sich unmittelbar anwenden. Bei der oben 
gebrauchten Bezeichnung ist dann 

h, f, = R — ^^^, V /•/ = Ä' — ^- 

Ersetzt man also jetzt in (22) die Grossen / durch die Grossen h^ so 
ergiebt sich leicht 

_F, = Fo = ^,=^o = ^-^'-^. (24) 

Nennt man R den gemeinsamen Werth der beiden Brennweiten, so 
ist auch 

i-(i-0(i-i)- w 

Die Brennweite R kann positiv oder negativ sein ; sie ist positiv 
bei den Sammellinsen, negativ bei den Zerstreuungslinsen. Die beiden 
Hauptpunkte, oder was hier dasselbe ist, die beiden Knotenpunkte 
fallen zusammen, und zwar in die Linse, d. h. in den Punkt z^=0, 
wie aus den Gleichungen (18) und (19) unmittelbar hervorgeht 
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Theorie der Beagnngserscheinungen. — Ableitung der Fundamentalformeln aus 
dem Huyghen8*schen Princip. — Verallgemeinerung derselben für den Fall be- 
liebig vieler Reflexionen und Brechungen. — Die Fraunhofer'schen und die 
FresneVschen Beugungserscheinungen. — Theorie der Fraunhofer*8chen Beugungs- 
erscheinungen für eine beugende Oeffnung. — Die Oeifnung ist ein Rechteck. — 
Die Oe&ung ist ein Spalt, und die Lichtquelle eine Linie. — Die Oeffnung ist 
ein Kreis. Irradiation. — Beziehung zwischen den durch eine enge Oeffnung 
und den durch einen kleinen Schirm erzeugten Beugnngsbildem. 

§ 1. 

Von den meisten optischen Erscheinungen kann man sich Rechen- 
schaft geben; wenn man von der Annahme ausgeht, dass das Licht 
in geraden von einander unabhängigen Strahlen besteht. Aber 
gewisse Erscheinungen giebt es, die eine Abweichung von der gerad- 
linigen Fortpflanzung des Lichtes zeigen, man hat diese Beugungs- 
oder Diffractionserscheinungen genannt. Bei den theoretischen Be- 
trachtungen, durch welche wir die Existenz der Strahlen zu erklären 
gesucht haben, waren wir genothigt, gewisse Fälle auszuschliessen ; 
es sind gerade diese Fälle diejenigen, in denen die Beugungs- 
erscheinungen auftreten. 

Wir müssen zurückkehren zu den Vorstellungen, die wir bei der 
genannten Gelegenheit verfolgten, und den Bezeichnungen, die wir 
dort gebrauchten. Einem leuchtenden Punkte 1 denken vnr uns 
einen ebenen oder gekrümmten Schirm aus einem schwarzen Stoffe 
entgegengestellt; wir verstehen unter q> eine der Verrückungscom- 
ponenten, oder eine andere mit diesen zusammenhängende Function, 
die der Gleichung 

genügt, unter q>^ den Werth von q> in einem beliebig gewählten 
Punkte 0, unter q>* den Werth, den q> in einem Punkte haben würde, 
wenn der Schirm fehlte; wir denken uns femer einen Kegel, der 
seine Spitze in 1 hat und den Schirm berührt; die Berührungslinie 
nennen wir den Rand des Schirms, den Theil seiner Oberfläche, der 
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durch diesen Rand begrenzt und dem Punkte 1 zugekehrt ist, die 
Fläche s\ der andere sei s", eine beliebige Flache, die mit s' eine 
geschlossene den Punkt 1 einschliessende, den Punkt aber aus- 
schliessende Fläche bildet, die Fläche S] diese Fläche s werde die 
Oeffntmg des Schirms genannt. 

Mit Berücksichtigung der für einen schwarzen Körper gefundenen 
Resultate ergiebt sich, dass wir au den Flächen s und s' 



au der Fläche s' 



dN dN 



'dN 
ZU setzen haben. 

Wählen wir nun die Richtung der Normalen N in jenen drei 

Flächen so, dass sie für die beiden geschlossenen Flächen (5 + 5") 

und (5' + 5") nach aussen, d. h. dem Punkte zugekehrt ist, so 

kann man mit Berücksichtigung des Huyghens 'sehen Principes (jpg in 

den folgenden beiden Formen darstellen 

dsSl = (p* + ^ jdsSl 

Fig. 6. 



(l) 




da das über die Fläche 5" erstreckte Integral verschwindet Ist 

9)* = ,^cos(-J - *.)2«, (2) 

SO ist nach (17) der zweiten Vorlesung 

+ 7:~>-(|i-Br)-("t''-|)2- (3) 

Gerade hieraus leiteten wir ab, dass im geometrischen Schatten 
des Schirmes Dunkelheit herrscht, ausserhalb des Schattens dieselbe 
Lichtbewegung, als ob der Schirm fehlte; wir konnten das aber nur 
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unter der Voraussetzung, dass nicht für einen endlichen Theil des 
Schirmrandes Tj + r^ = const. ist, und dass der Punkt nicht un- 
endlich nahe der Schattengrenze liegt. Die aufgestellten Gleichungen 
gelten aber auch ohne diese Voraussetzungen, und ohne diese haben 
wir sie jetzt zu entwickeln. Wir wollen uns dabei die Rechnung 
durch die Annahme erleichtern, dass die Oefihung s des Schirms 
sehr klein ist, so klein, dass r^ und r^, wo sie in Sl ausserhalb der 

trigonometrischen Functionen vorkommen, sowie auch -^ und -^ 

als constant betrachtet werden können; überdies brauchen wir nur 
solche Punkte zu betrachten, bei denen sehr nahe 

^^0 In. (A\ 

dN ~ dN ^*^ 



ist Die letzte Annahme macht, dass wir den Fall nicht zu unter- 
suchen brauchen , wo der Factor -^^ — -^ in dem zweiten Gliede 
von Sl verschwindet; es ist daher dieses zweite Glied wegen des 
Factors — immer unendlich gross gegen das erste, und wir dürfen 
setzen 



.kw/'""°(''t'"-T)2"- 



Jetzt verallgemeinere man den Ausdruck (2) von 9* wie das auch 
früher schon geschah, indem man den bisherigen wiederholt nach 
x^j y, , Z| differenzirt, mit einer Constanten multiplicirt, zu / eine 
Constante hinzufügt und die Summe dieser Ausdrücke für q)* 
nimmt; berücksichtigt man dann nach der Differentiation wieder nur 
die Glieder höchster Ordnung, so ergiebt sich 

9»= f cos (A _ J^ 2« + ^' sin (^ - -1) 2«, 

WO D und D' von der Richtung des- von 1 durch den Punkt {xyz) 
gehenden Strahles abhängen. Erwägt man jetzt, dass Sl aus 9)* und 
seinen Ableitungen homogen und linear zusammengesetzt ist, so er- 
kennt man, dass sich der allgemeine Ausdruck von (p^ aus dem in 
(3) angegebenen ebenfalls durch die vorhin angedeuteten Opera- 
tionen wird herleiten lassen; dabei erhält man für 9^ den folgenden 
Ausdruck 

- D' Cds cos C^^» - |r) 2%\ . (5) 

Nun verstehe man unter <p irgend eine der drei Yerrfickungs- 
componenten und setze 

Kitchhorf, Optik. 6 



82 Fünfte Vorlesung. 

D = A D' = A' für 9) = w 

D= B D' = B' för q> = v (6) 

D=^C D' = C' für fp = w', 
nach (20) der ersten Vorlesung ergiebt sich dann zunächst für die 
Intensität J* des auf die ,,beugende Oeffnung'' fallenden Lichtes 

T 

/* = ^ f dt{u*^ + v*^ + w*^) 

'= Y^ (^' + ^'' + ^' + ^'' + ^' + ^'') 5 (7) 

die Intensität Jq im Punkte aber ist 

T 

Zerlegt man jetzt in den Ausdrücken von Uq, Vq, Wq, wie sie 
sich aus (5) ergeben, die vorkommenden Sinus und Cosinus, so treten 
bei der Bildung von Jq nur die Integrale 

T T 

^ I cos^ -^, 27td(, -Y f sin^ j, 27cd(, 



T 

jT I sin „, 2n • cos jr 2ndt 



2 

ö 



auf, von denen die beiden ersten den Werth - haben, während das 
letzte gleich Null ist; setzt man dann noch 



a 

= fdsBm(-'^^)2o 



so findet man mit Berücksichtigung von (7) für Jq den folgenden 
einfachen Ausdruck 

Jo=J* J^j^{f^)\c^- + s^)- (8) 

Zugleich sieht mau, dass hier die Definition von c und s auch so ge- 
geben werden kann 

c = fds cos (^ ''° 2a + d) 

V (8a) 

s = fds sin (-^i^ 2x+d), 

wo S eine beliebige Constante bedeutet, denn hierbei bleibt der Aus* 
druck r^4-^^ ungeändert, wie die Zerlegung des Cosinus und Sinus 
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zeigt. Die Einführung einer solchen Gonstanten bringt bei den An- 
wendungen eine gewisse Bequemlichkeit hervor. 



§2. 

Bei den bis jetzt abgeleiteten Formeln ist vorausgesetzt; dass das 
Licht auf seinem Wege von 1 nach keine Reflexionen und Brechungen 
erleidet; sie lassen sich indessen leicht so verallgemeinem, dass solche 
nicht ausgeschlossen sind. Es sei r, die Zeit/ die das Licht gebraucht, 
um von 1 nach dem Punkte (xyz) der Oefifnung zu gelangen, Tq die 
Zeit, die es gebraucht, um seinen Weg von diesem Punkte nach 
zurückzulegen ; ist dann a wie gewohnlich die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Lichtes, so folgt aus den Gleichungen 

dass s, c und Jq auch in der folgenden Form geschrieben werden 
können 



r=^r(?5COS-^^l-±^2Ä, 



dssm ^« + ^"-2;r, (8b) 

WO Jq wieder die Intensität im Punkte und K einen Factor be- 
deutet, der als constant zu betrachten ist, wenn innerhalb eines 
massigen Raumes sich bewegt. In dieser Form gelten unsere Glei- 
chungen aber auch in dem . allgemeineren Falle, dass das Licht auf 
seinem Wege von 1 nach beliebig viele Brechungen und Reflexionen 
erleidet, wenn nämlich jetzt Tj und x^ die Zeiten bedeuten, welche das 
Licht nach dem Princip der schnellsten Ankunft gebraucht, um von 
1 nach dem Elemente ds und von dort nach dem Punkte zu ge- 
langen ; nur düirfen sich keine anderen Beugungen als am Rande der 
Oeffnung s bemerklich machen. 

Von diesem Resultate machen wir eine . nahe liegende Anwen- 
dung: Es befinde sich zwischen 1 und s ein erstes, zwischen s und 

ein zweites Linsensystem ; das erste Linsensystem möge von 1 das 
Bild 1' erzeugen, und es sei 0' der Punkt, den das zweite Linsen- 
system in abbildet; wir wollen ferner voraussetzen, dass 1' mit 

1 und 0' mit auf derselben Seite des beugenden Schirms sich be- 
findet; dann ist die Intensität im Punkte bis auf einen Factor, der 
als constant betrachtet werden kann, ebenso gross, als sie ohne die 
Anwesenheit der Linsen im Punkte 0' sein würde, wenn der leuch- 
tende Punkt in 1' läge. 

Der Beweis dieses Satzes lässt sich folgendermassen führen: 
Zwischen dem ersten Linsensystem und der Oeflnung s sind die 
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Wellenflächen dieselben, als wenn die Linsen fehlten und der leuch- 
tende Punkt in 1' sich befände, denn die Strahlen, auf welchen die 
Wellenflächen immer senkrecht stehen, sind in beiden Fällen dieselben. 
Die Gleichung einer Wellenfläche durch einen Punkt P^ zwischen dem 
ersten Linsensystem und der Fläche ist dann 

wo c, eine Constante ist. Die Zeit, die das Licht gebraucht, um von 
1', wenn die Linsen fehlen, nach demselben Punkte P^ zu ge- 
langen, sei r/, und c/ der Werth von r/ für die erstgewählte 
Wellenfläche. Wir gehen nun von dieser zu einer anderen über, indem 
wir auf irgend einem Strahle um die Länge / fortgehen; ist dann a 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in dem Mittel zwischen 
dem Linsensystem und dem Schirm, so können wir die Gleichung 
dieser zweiten Wellenfläche in jeder der beiden Formen schreiben 

^1 = ^1 + ^ uii^i < — < + ^- 
Aus diesen Gleichungen folgt aber 

r, r, = c, Cj , 
es ist also r^ — r/ constant, d.h. unabhängig von den Coordinaten von P,. 
Bezeichnen wir nun entsprechend mit r^ die Zeit, die das Licht 
gebraucht, um von einem Punkte P^ zwischen dem zweiten Linsen- 
system und der Fläche s nach zu gelangen, mit Xq die Zeit, 
welche es zu dem Wege von Pq nach 0' gebraucht, wenn das zweite 
Linsensystem fehlt, so lässt sich beweisen, dass aucli r^ — t^ von 
den Coordinaten von Pq unabhängig ist.«^ Man muss hier nur einen 
sehr allgemeinen Satz zu Hülfe nehmen, der häuflg von Nutzen 
ist, den Satz, dass der Weg eines Lichtstrahles bei beliebigen Re- 
flexionen und Brechungen auch im entgegengesetzten Sinne vom Lichte 
durchlaufen werden kann; es folgt dieser Satz unmittelbar daraus, 
dass die Linien, die der einfallende und der reflektirte Strahl bei einer 
Reflexion, der einfallende und der gebrochene Strahl bei einer 
Brechung durchlaufen, mit einander vertauscht werden können. Mit 
Hülfe dieses Satzes erkennt man, dass bei einem Linsensystem auch Bild 
und Object mit einander vertauscht werden können, wenn man den Sinn 
der Bewegung des Lichtes in den entgegengesetzten verkehrt, und da 
auch die Zeit dieselbe ist, welche das Licht gebraucht, um einen gewissen 
Weg in dem einen oder dem entgegengesetzten Sinne zurückzulegen, so 
kann man in unserem Falle Tq und x^ auch als die Zeiten definiren, die 
das Licht gebraucht, um von einem leuchtenden Punkte durch das 
zweite Linsensystem, oder von dem Punkte 0' ohne dasselbe nach P^ 
zu gelangen. Nach der Definition des Punktes 0' und der voraus- 
geschickten Bemerkung ist aber dieser das Bild, welches das zweite 
Linsensystem von entwirft, wenn das Licht durch dasselbe nach 
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dem Schirm hingeht. Aus denselben Gründen wie r, — x( ist also auch 
Tq — %^ constant. Lässt man jetzt die beiden Punkte P^ und P^ in dem 
Punkte {xyz) der Oeffnung s zusammenfallen^ so ist auch die Differenz 

constant; oder unabhängig Ton der Lage dieses Punktes in der Oeffnung; 
nach der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung 
und nach (8 b) hat also c^ + *^ denselben Werth in dem Falle, dass 
die Linsen vorhanden sind, und in dem Falle, dass diese fehlen^ die 
Punkte 1, aber ersetzt sind durch . die Punkte \\ 0'; und somit er- 
giebt sich die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes. 

§3. 

Wir wollen nun annehmen, dass das Licht auf seinem Wege 
von 1 zur Oefhung und von da zum Punkte keine Reflexionen 
und Brechungen erleidet; nach (8a) und (8 b) haben wir dann 

c= I ds cos (Ä;(r, + r^) + d), 



(8c) 



-=/ 



2« 



ds sin (Ä:(r, + r^) + *), k = -^ • 



Die kleine Fläche s oder die Oeffnung des Schirms sei jetzt 
eben; wählen wir sie als die xy -Ebene unseres Coordinatensystems, 
einen in der Oeffuung oder ihr unendlich nahe gelegenen Punkt als 
Anfangspunkt, so haben wir 

r, = ^(a:j-a;)^ + (y, -y)2 + V, 

Diese Ausdrücke wollen wir^ wie wir es schon im Anfang der dritten 
Vorlesung gethan haben, nach Potenzen von x und y entwickeln. 
Dabei setzen wir wieder 

Qx = / ^i'~+ yi'TV, Po = V x,^ + y,^ + zo' , 
und legen der willkürlichen Constanten d den Werth — i(p, + Qq) 
bei. Dadurch 'verschwindet in (k (r, + ^o) + *) ^^ ^^^ x und y 
unabhängige Glied, und man erhält, wenn man in der Entwickelung 
wieder nur die Glieder erster und zweiter Ordnung berücksichtigt 



(9) 



, g' + y' (_L JL _L^ — ^ (a?gi + yy i)' _ l _(?^o_+yyo/\ 

Diesen Ausdruck denken wir uns (in 8 c) unter die trigonometrischen 
Zeichen substituirt; es ist das erlaubt, wenn die Dimensionen der Oeffnung 
80 klein und q^ und q^ so gross sind^ dass bei den Werthen, die x,y], 
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und Xf^y^ haben, die Glieder, welche in Bezug auf x, y von der dritten Ord- 
nung sind, trotz des Factors h unendlich klein werden. Wir wollen das 
zunächst annehmen, aber gleich hervorheben, dass diese Substitution 
erlaubt ist, wie gross auch die Oeffnung sein möge, dass nämlich 
die Theile derselben, für welche die Glieder der dritten Ordnung 
nicht mehr verschwinden^ zu den Integralen c und s nur Theile bei- 
tragen, die vernachlässigt werden können. Es folgt dies unmittelbar 
aus § 4 der vierten Vorlesung, wenn man berücksichtigt, dass die 
beiden Integrale c und s auf die Form 



/' 



ösin(ÄJ; + ö^^ds 



gebracht werden können, wenn (7=1, und d, = d oder 0^ = 0-^ — 
gesetzt wird. 

Zuvorderst wollen wir den Fall betrachten, dass ^, und Qq alle 
Grenzen überschreiten, während die Verhältnisse * 









gegebene Werthe behalten: dann rerschwiudeu in (9) schon die 
Glieder zweiter Ordnung, und man hat 



= jfdxdy cos h {x (a, — a») + y (/5, - ß^)} , 
= CCdxdy sin k {x («, — ««) + y C/5, — /J»)} » 



(10) 



dabei sind a,/5, die Cosinus der Winkel, welche ein einfallender Strahl, 
«q/Jq die Cosinus der Winkel, welche ein gebeugter Strahl mit den 
Achsen der x und der y bildet. Die Beugungserscheinungen, für 
welche diese Formeln gelten, sind die sogenannten Fraunhofer schen^ 
während diejenigen, bei denen auch die Glieder zweiter Ordnung be- 
rücksichtigt werden müssen, die Fresnef sehen Beugungserscheinungen 
genannt werden. 

Wir werden uns zunächst mit den ersten , den Fraunhofer'schen 
Beugungserscheinungen beschäftigen. Es können diese hervorgebracht 
werden, indem man in sehr grossen Entfernungen von der beugen- 
den Oeffnung, auf der einen Seite eine kleine Lichtquelle, auf der 
andern eine weisse Tafel aufstellt; viel zweckmässiger aber ist es, 
dabei Linsen zu benutzen: Auf der einen Seite der Oeffiiung sei eine 
Linse oder ein Linsensystem aufgestellt, in dessen erstem Brenn- 
punkt der leuchtende Punkt sich befindet, auf der andern ein zweites, 
in dessen zweit« Brennpunktsebene eine weisse Tafel gebracht ist; 
auf dieser zeigt sich dann die Erscheinung^ um die es sich handelt. 
Die Richtung aj/3j ist dabei die Richtung der Achse des ersten Linsen- 
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Systems; denkt man sich durch den zweiten Hauptpunkt des zweiten 
Linsensystems in der Richtung (a^ßQ) eine Gerade gezogen , so wird 
ihr Schnittpunkt mit der Tafel der Richtung {cc^ßo) entsprechen. 
Noch deutlicher und lichtstärker wird die Erscheinung^ wenn man 
die weisse Tafel fortlässt und statt ihrer das Auge, entweder direkt, 
oder durch ein auf die Unendlichkeit eingestelltes Fernrohr bewaffnet^ 
hinter die Oeffnung bringt. Die durchsichtigen Mittel des Auges er- 
setzen dann, ganz oder zum Theil; die Linsen bei der vorigen An- 
ordnung, und die Retina übernimmt die Rolle der weissen Tafel. 

§4. 

Wir wollen nun die für die Fraunhofer'schen Beugungserschei- 
nungen aufgestellten Formeln (10) unter speciellen Voraussetzungen 
über die Gestalt der Oeffnung entwickeln. Diese lassen sich folgen- 
dermassen schreiben 

c = / / dxdy cos (px + qy), (10a) 

*• == — / 1 dxdy sin {px + qy), 



wenn zur Abkürzung 



p =- * («0 - «,) = ^' (a„ — a,), 
g = Ä(/Jo-/J,)=\''(/J„-/J,) 



(lOb) 



gesetzt wird. Es sind also p und ^ für die Integration Gonstanten, 
sie ändern sich nur, wenn man zu einem anderen Punkte (cc^ßo) 
des Gesichtsfeldes übergeht. 

Es sei nun die Oeffnung zunächst ein Rechteck mit den Seiten 
2a und 2b; wählt man den Mittelpunkt desselben zum Anfangspunkt 
eines Coordinatensystems, dessen ei*ste und zweite Achse den Seiten 
2a und 2b parallel sind, so ist ^ = 0, da sin {px -\- qy) als eine 
ungerade Function von x und y jedesmal den entgegengesetzten 
Werth annimmt, wenn man beiden Yariabeln ihre entgegenge- 
setzten Werthe beilegt. Durch Ausfuhrung der Integration ergiebt 
sich ferner 



c = 

-b 



idy ~ (sin {pa + qy) + sin {pa — qy)) 

b 

äy — sin pa cos qy ^^ z — -- 2 



sin g& 
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Also erhält man für die Intensität im Punkte den Werth 

wo K^ eine neue (konstante bezeichnet; sie ist, da ^~- für | = 

gleich 1 ist, die Intensität in dem Punkte, für den a^x=^a^y ßo'^ßx ist. 
Wir wollen diesen Ausdruck von / discutiren und dabei, um die 
Vorstellung zu fixiren, annehmen, dass die Erscheinung mit Hülfe 
einer Linse auf einem weissen Schirm dargestellt ist. Die Achse der 
Linse möge mit der z- Achse unseres Goordinatensystems, der Schirm 
mit der Brennpunktsebeue der Linse zusammenfallen. Die Lage des 
Punktes auf dem Schirm beziehen wir zunächst auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem, dessen Achsen parallel den Achsen der x und y sind, 
und dessen Anfangspunkt der Brennpunkt der Linse ist. Wir wollen 
annehmen, dass a^ und ß^ nur klein sind, dann sind es auch a^ und 
ß^ für alle Punkte, in denen noch Licht vorhanden ist, da sonst der 
Punkt nicht in der Nähe der Schattengrenze der OefiFnung liegen 
würde; ist dann f die Brennweite der Linse, so sind faQ und fß^ die 
Goordinaten des Punktes 0, auf den / sich bezieht, fa^ und fß^ die 
Coordinaten des Bildes des leuchtenden Punktes; nehmen wir jetzt 
den Ort dieses Bildes zum Anfangspunkte, so werden /'(a^^ — «,) und 
fißo " ß\) ^i® Coordinaten des Punktes sein. Nennen wir diese 
I und rj, so gehen die Gleichungen (10 b) in 

P=- xfiy ^= ijn, (12) 

über, es sind p und g also diesen Goordinaten proportional. 

Der Ausdruck (11) von / verschwindet nun für gewisse Werthe 
von p und für gewisse Werthe von q\ es findet das statt, wenn 

p« oder ^^ «= + 3r, + 2:^:, + 3;r , . . . 

ist. Daraus folgt, dass im Gesichtsfelde dunkle Linien vorhanden 
sind, die theils der y -Achse, theils der a; -Achse parallel sind; der 
Abstand je zwei aufeinanderfolgender ist bei jenen 

IL 
2a ' 

bei diesen 

IL 
2b ' 

nur die beiden Linien, welche das Bild des leuchtenden Punktes 

zwischen sich enthalten, haben einen doppelt so grossen Abstand. Durch 

diese Linien ist das ganze Gesichtsfeld in Rechtecke getheilt, von 

Xf Xf 

denen die meisten die Seiten ^- und -t{- haben, nur bei den- 

2a 20 

jenigen, durch welche die a;-Achse oder die y-Achse hindurchgeht, 

ist eine Seite, bei demjenigen, in dem der Anfangspunkt der 

Goordinaten liegt, sind beide Seiten zweimal so gross, als bei den 
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übrigen. In jedem dieser Rechtecke liegt ein Maximum der Licht- 
stärke; und zwar da^ wo jeder der Factoren 

{'^^^y mid (-^f-)' 



sein Maximum hat. Beide sind von der Form des Ausdrucks 



(t*)". 



dessen Maxima und Minima durch die Gleichung 

sin tt ucostt — einu r^ 

u u^ ' 

bestimmt sind; und diese zerfällt wiederum in die beiden 

sin tt ri j t* cos tt — sin tt 

— = und i 

tt tt* 



0. 



Die erste Gleichung giebt die schon vorher betrachteten Minima für 
u = + 7ty 4:2jr, ..., die gleich Null sind, die zweite, die sich 
schreiben lässt 

u-=tgu, 

die Maxima. Die Lage ihrer Wurzeln macht eine Zeichnung an- 
schaulich. Zeichnet man nämlich die Curven 
t/ = x und y = tga;, 
so sind die Werthe von x für ihre Durchschnittspunkte die Wurzeln 
dieser Gleichung. Die nebenstehende Figur lässt erkennen, dass eine 
dieser Wurzeln den Werth Null hat, wäh- 
rend die übrigen einander paarweise gleich 
sind , aber entgegengesetztes Vorzeichen 
haben. Die erste positive Wurzel ist etwas 

kleiner als 3 • ^, (genauer 2,86 |^), die 
folgende sehr nahe 5 y, und man er- 
kennt leicht, dass für die !/*• positive Wurzel 
der Näherungswerth (2v + 1) um so 

genauer ist, je grösser v ist. Die Werthe 
dieser Maxima sind näherungsweise 

da bei ihnen, ausser bei dem ersten, 

sin u nahe = + 1 ist' Im Verhält- 

niss dieser Zahlen nehmen die Lichtmaxi ma auf der o: -Achse und 

auf der y- Achse der Beugimgsbilder ab, da hier der eine der beiden 

Factoren (-^-^^J • und (-^^) constant = 1 , bleibt. In der Rich- 
tung einer Diagonale der Rechtecke sind die auf einander folgenden 
Maxima aber proportional mit 
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1 ( ^ V TM' . . 

weil hier jeder der beiden Faetoren in gleicher Weise abnimmt. Es 
entziehen sieh daher diese Maxima früher dem Auge^ als diejenigen 
auf den Coordinatenachsen, und mau erhalt den Eindruck eines Kreuzes, 
dessen Arme diesen Achsen parallel und durch schwarze Linien durch- 
schnitten sind. 

Vergrössert man die eine Seite der beugenden Oeffnung, z. B. 
die Seite 2b, so ziehen sich die Dimensionen des Beugungsbildes in 
der Richtung der y -Achse mehr und mehr zusammen, während seine 
Dimensionen in der Richtung der o:- Achse ungeändert bleiben. Ueber- 
schreitet b eine gewisse Grenze, verwandelt sich also die rechteckige 
Oeffnung in einen zur j^ -Achse parallelen Spaitj so ist Licht nur in 
einer auf diesem senkrechten Linie, unserer o; -Achse vorhanden. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass statt des leuchtenden Punktes 
eine leuchtende Linie vor der beugenden Oeffiiung vorhanden sei, deren 
Punkte als von einander unabhängige leuchtende Punkte angesehen 
werden können. Unter dieser Bedingung, aber auch nur unter dieser, 
überdecken sich einfach die Lichterscheinungen, welche ihre Punkte 
einzeln hervorbringen würden. Für alle Punkte der Lichtlinie sei a, 
constant, j3, aber variire zwischen zwei Grenzen, d. h. die Lichtlinie 
sei der y -Achse parallel; die OeflFnung sei wie im vorigen Falle ein 
Rechteck oder ein der y- Achse paralleler Spalt. Leuchtet die Lichtlinie 
dann gleichmässig in allen ihren Theilen, so ist die Lichtstärke in 
dem durch aQß^ bestimmten Punkte 



/ 



Jdß,, 



wo / den im früheren Falle gefundenen Werth hat, und die Inte- 
gration über die Lichtlinie auszudehnen ist. Führen wir jetzt an 
Stelle von ß^ die Grösse u durch die Gleichung 

als Integrationsvariable ein, so ergiebt sich für die Intensität der 
Ausdruck 



. / sin pa V /* sin» u . 



Nun seien die Verhältnisse der Art, dass die Integrationsgrenzen 
für u als unendlich gross betrachtet werden können, oder da die 
unendlich kleine Grösse X im Nenner von u auftritt, es seien b und die 
Grenzen von jS, gross genug, und ß^ nicht zu nahe an einer dieser 
Grenzen. Liegt dann /3q zwischen den Grenzen von j3, , so ist die eine 
Grenze von u positiv, die andere negativ unendlich; liegt es aber 
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ausserhalb derselben^ so sind beide Grenzen von u positiv oder beide 
negativ unendlich. Im zweiten Falle hat das nach u zu nehmende 
Integral den Werth Null, im ersten ist es,, wie gleich gezeigt werden 
wird^ eine gewisse Constante; im zweiten Falle ist die Intensität also 
gleich Null, im ersten 

Die Erscheinung bildet sich also auf der Tafel innerhalb eines 
zur a:-Achse parallelen Streifens ab, dessen Breite und Lage durch 
das Bild der leuchtenden Linie bestimmt ist. In ihr treten genau 
dieselben zum Spalt parallelen dunklen Linien, sowie die zwischen 
diesen befindlichen Helligkeitsmaxima auf, welche wir für den Fall 
eines leuchtenden Punktes als Lichtquelle gefunden hatten, dagegen 
fehlen hier die dunklen und hellen Linien senkrecht zum Spalte. 

Was das Integral 

-1-00 

sin* udu 

14« 



/ 



betriflFt, so können wir leicht beweisen, dass es einen endlichen be- 
stimmten Werth hat, und diesen Werth finden. In der That ist 

/sin* u , sin* u , /* 2 sin t* cos u , 
-^- -d„ = -__-+ j dH, 

also ergiebt sich, wenn man die Grenzen einsetzt 

r »ig « du = Y~ du = ? i!£^1 . 

— 00 — 00 00 

Damit ist das zu untersuchende Integral auf das in § 3 der dritten 
Vorlesung berechnete zurückgeführt^ und man erhält 

-foD 

sin* u , 

," du «= n. 



s 



u' 



§5. 

Wenn ein leuchtender Punkt sein Licht durch eine OefFnung 
sendet, die irgendwie durch gerade Linien begrenzt ist, so erkennt 
man leicht, dass die Alisführung der Integrale c und s immer nur 
auf trigonometrische Functionen führt. Anders ist es aber bei krumm- 
liniger Begrenzung der Oeffnung. Wir wollen nur den Fall einer 
kreisförmigen Oeffnung eingehend behandeln. 

Wir haben wieder auszugehen von den Gleichungen (10a) 
und (10b), welche sich in einer gewissen Einheit folgendermassen 
schreiben lassen 
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/ = c^ + s\ 

c = II dxdy cos {px + qy), 

und wir haben hier die Integrationen über die Flache der kreisförmigen 
OefEhung auszudehnen. Der Mittelpunkt derselben sei jetzt der Anfangs- 
punkt der Üoordinaten^ ihr Radius sei R, Es wird dann wie vorher 

5 = 0, also J=2c^. 
Setzt man jetzt 

a; BS ^ cos o, y == 9 sin o, 

p = r cos oj', q = r sin w' , 
so erhält man 



= / / QdQdcD COS (^r cos (co — o')) 

0)' 
R %it 

= / / QdQdo cos (^r cos oa), 



oder, wenn 
gesetzt wird. 



c =^ —^ i zdz I do cos (z cos o) . (13) 

ü u 

Das nach m zu nehmende bestimmte Integral, als Function von z 
betrachtet, gehört einer sehr wichtigen Klasse von Functionen an,, 
es ist die sogenannte Besseische Function nullter Ordnung. Einer ge- 
bräuchlichen Bezeichnungsweise folgend, setzen wir 



%7t 

und haben also 



— I da cos {z cos cd) = Jq (z) 

Jtr 

c=7" CzdzJ,{z). (13a) 

Setzen wir ferner 

/ zdzJQ{z) = zJ^{z), 

so wird /, (z) als die Besseische Function erster Ordnung bezeichnet, 
und es ergiebt sich für c der Werth 
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c = 27tR^jJ^(z) für z = rR. (I3b) 

Man kann aber die Definition von Ji{z) noch einfacher geben, als 
dies oben geschah. Addirt man nämlich die drei Gleichungen 

27t 





2jt 



2n 

^2 = — -^ I d(o cos^ o cos (z cos w), 






nachdem man sie beziehlich mit Zy\y z multiplicirt hat, so erhält man 

%ft 
= 2i I ^0) {z sin^ o cos (z cos o) — cos o sin (z cos cj)). 

Der Aasdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet 
aber, denn er lässt sich in der Form schreiben 

— — / «f (sin o sin (z cos o)), 
also verwandelt sich diese Gleichung in 

und aus ihr ergiebt sich 

Jj^,zdz = ^z^, 

da -^" für z = nicht unendlich ist. Die vorher gegebene Defi- 
nition von /, (z) lässt sich also durch die folgende ersetzen 

•'.W^-i-^oW. (14) 

Es ist leicht Jq{z\ mithin auch /i(z) durch convergente Reihen 
auszudrücken. Zu diesem Zwecke setzen wir in dem Ausdruck für ^o(z) 

cos (z cos c) = ^^ (- 1)« ^2737. .-2n ' 

multipliciren diese Gleichung mit den und integriren die Reihe glied- 
weise zwischen den Grenzen und 2n. Aus der Identität 
cos"» codo) = cos*""" ^ (o d Bin (o ^ 
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findet man durch partielle Integration 

/ cos*" CO dcD «== cos*»—^ ö sin Gl + (»I — 1) / sin^ o co8"»~* o dm, 

oder, wenn man 1 — cos^ o für sin^ © setzt 

/^ , cos'""* flo sin CO , m — 1 / « « , 
COS"» (ö tf «0 ==« ^ ^- I cos"»~*(Drfo: 

aus dieser Gleichung ergiebt sich durch Einsetzen der Grenzen die 
Reductionsformel 

in tn 

I COS*" o d(o = ^^ — / cos"»""* o «?o, 





O 









durch deren 


wiederholte Anwendung 

1 C0S*"O</(D = '^ '^ 


die Gleichung 
..:2n 2^ 






erhalten wirc 
entwicklung 


; es ergiebt sich somit 


für Jo(^) die 


folgende 


Reihen- 


= 1 .«*_. «* 

2« ^ (2.4)« 
und wegen (14) 


(2.4.6)« ' 




(15) 


7,(2) = 


2 V 2.4 ^ 2.4.4.G 


2.4.6.4.6.8 


+■■■)• 


(15a) 



Für Jq{z) und Ji{z) sind Tafeln berechnet, die sich in „Lommel 
Studien über die Besselschen Functionen" Leipzig 1868 finden. Man 
kann daher auch in diesem Falle die Lichtintensitat c^ für einen jeden 
Punkt des Gesichtsfeldes finden. Aus (13 b) ergiebt sich nämlich 

c = 2«(f)/,(Är), 

WO 

ist; nehmen wir jetzt, um den Fall zu vereinfachen, «, = /^j «= 
oder senkrecht auffallendes Licht an, so ergiebt sich 

Rr = 2jt sin -d", 

wenn '0* den sehr kleinen Winkel zwischen dem einfallenden und dem 
gebeugten Strahl bezeichnet, wofür auch 

gesetzt werden kann. Für gewisse Werthe von d' verschwindet c, die 
Lichtstärke ist also Null, d. h. es sind in dem Gesichtsfelde dunkle 
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concentrische Kreise vorhanden. Sie entsprechen den Wurzeln der 
Gleichung 

/,(z) = 

mit Ausnahme der Wu^el z = 0. Diese Wurzeln sind 

z= 1,220 jr, 2,233 ;r, 3,238 ä, 4,241 ä, 5,243 ;r .. . 
Man ersieht schon aus dieser Reihe, da^s ein Näherungswerth der 
^tcn Wurzel 

sein wird, und dieser ist in der That um so genauer, je grosser n ist. 
Zwischen je zwei auf einander folgenden dunkeln Ringen befindet sich 
ein Maximum der Lichtstärke. Die Wei*the dieser Maxima nehmen 
mit ihrer Ordnungszahl ab, und zwar so rasch, dass man bei nicht 
sehr grosser Helligkeit der Lichtquelle, wenn der leuchtende Punkt 
keine grosse Intensität besitzt, nur die durch den ersten dunkeln 
Kreis begrenzte Scheibe wahrnimmt. Aus der Gleichung 

Er = z 

folgt noch der Satz: Der Durchmesser der durch die Beugung 
erzeugten Ringe ist umgekehrt proportional dem Radius B der beugen- 
den Oeffnung. 

Von den soeben gefundenen Resultaten lägst sich eine inter- 
essante Anwendung machen: Die Pupille deö menschlichen Auges 
bildet einen Kreis von etwa 4™°* Durchmesser. Das Bild eines leuch- 
tenden Punktes im Auge ist also kein Punkt, sondern in Folge der 
Beugung am Rande der Pupille eine kleine Scheibe, deren Durch- 
messer etwa 4—8™™ sein wird; jedenfalls wirkt also die Beugung bei 
der sogenannten Irradiation mit, wenn sie auch nicht ihre einzige 
Ursache ist. 

§6. 

Hat man die Praunhofer'sche Beugungserscheinung, die ein leuch- 
tender Punkt bei einer Oefl&iuug von einer Gestalt giebt, berechnet, 
so kann man (worauf Lommel zuerst aufmerksam gemacht hat) sehr 
leicht die entsprechenden Erscheinungen bei OeflEuungen von gewissen 
verwandten Gestalten ableiten. Wir haben nämlich für eine jede 
Oeflfhung 

c= I I dxdy cos {px + gy), 

s=-— I I dxdfjsm{px + qy)y 

wo die Integrationen über die beugende Oeffiiung ausgedehnt sind. 
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Nun setze man nx für x, ^ für /?, während man alles Uebrige un- 

geändert lässt, und lasse n irgend eine gebrochene Zahl bedeuten. 
Dann wird nc aus Cy ns aus 5, also n^J aus /. Daraus folgt, dass, 
wenn man alle Abscissen des Randes der OeflFnung auf das n fache ver- 
grössert, die Ordinaten aber ungeändert lässt, man ein Beugungsbild 
erhält; das aus dem ursprünglichen dadurch entsteht, dass man die 

Abscissen seiner Punkte auf das —fache verkleinert, die Ordinaten 

w ' 

ungeändert lässt und die Intensität überall im Verhältniss n^ : 1 ver- 

grössert. 

Aus dem Beugungsbilde einer rechteckigen Oeffnung kann man 
auf diese Weise das einer OefiPnung ableiten, die ein beliebiges Paral- 
lelogramm ist, wenn man die Achsen der x und y schief gegen die 
Seiten des Rechtecks annimmt, in dem Bilde treten dann dunkle 
Streifen auf, welche den Seiten der Oeffnung parallel sind ; ebenso lässt 
sich aus dem Beugungsbilde einer kreisförmigen Oeffnung das einer ellip- 
tischen ableiten und das Bild enthält hier dunkle concentrische Ellipsen. 

Mit der Beugungserscheinung, die eine enge Oeffnung in dem 
Lichte eines leuchtenden Punktes hervorruft, steht im nächsten Zu- 
sammenhange die Erscheinung, die sich zeigt, wenn man dieses Licht 
theilweise durch einen kleinen Schirm von der Gestalt und Lage der 
Oeffnung auffängt. Beide Erscheinungen stimmen nämlich vollständig 
in allen Punkten des Gesichtsfeldes überein, ausser in demjenigen, 
der das Bild des leuchtenden Punktes ist. Uin diese Uebereinstimmung 
nachzuweisen, denken wir uns, dass das Licht des leuchtenden Punktes 
auf eine kleine Oeffnung in einem Schirm föllt, die aber so beschaffen ist, 
dass keine Beugungserscheinungen merklich sind; in diese Oeffnung 
sei der kleine Schirm gebracht; die Helligkeit im Punkte ist dann 

WO 






tf5cos^--«-2jr, 



ist, und wo die Integration über die Oeffiiung mit Ausschluss des 
kleinen Schirmes ausgedehnt ist; ist im Gegentheil statt des kleinen 
Schirmes eine Oeffnung von derselben Gestalt in einem grösseren 
Schirm vorhanden, so ist die Helligkeit im Punkte 

J.^Kic'^ + s^), 
wo c und s dieselben Integrale über diese kleine Oeffnung ausgedehnt 
bedeuten; c -\- c und 5 + s' sind daher dieselben Integrale über jene 
grössere Oeffnung genommen, und 

K {{c -^ cj -^ {s + s'f) 
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ist die Helligkeit im Punkte in dem Fall^ dass die grosse Oeffnung 
ganz frei ist. Diese Helligkeit ist aber gleich Null, wenn der Punkt 
nicht in der Richtung des leuchtenden Punktes sich befindet; bei 
Ausschluss dieses Falles ist daher 

C = C f S «= Sy J^ = Jq . 

Da man nun jene grössere Oeffnung beliebig nahe an den beugenden 
Schirm herangezogen denken kann, wenn nur Beugungen am Rande 
derselben vermieden werden, also sehr nahe im Verhältniss zu den 
Dimensionen des Beuguugsbildes, so müssen die obigen Gleichungen 
für alle Punkte gelten, welche nur nicht zu nahe an dem geometri- 
schen Schatten des kleinen Schirms liegen; die aufgestellte Be- 
hauptung ist somit bewiesen. 



Kirchhoff, Optik. 



Sechste Vorlesung. 

Allgemeine Theorie der Fraunho ferseben Beugungserscheinaugen für mehrere 
beugende Oeifnungen von gleicher Ge«talt und enteprechender Lage. — Die 
Oeffnungen sind sehr zahlreich und regellos vertheilt. — Die Anzahl der Oeff- 
nungen ist endlich und sie sind regelmässig angeordnet. — Die Oe£foungen 
liegen in einer Beihe in gleichen Abständen. — Die Oe£fnungen sind schmale 
und lange Rechtecke, die Lichtquelle ist eine Linie. — Gittersysteme. — 
Theorie der Beugungsspectren. — Untersuchung des Falles, dass die Spalten des 
Gitters nicht unendlich gross gegen die Wellenlänge sind. — Die Rowlandschen 
Beugungsgitter. — Die Oeffnungen sind durch dünne Glasplättchen bedeckt. — 
Theorie der Talbotschen Linien. 

§ 1. 

Die Entwicklungen der vorigen Vorlesung bezogen sich zunächst 
auf die durch eine Oeffnung erzeugten Frauuhofer'schen Beugungs- 
erscheinungen; die dort abgeleiteten allgemeinen Formeln (10a) und 
(10b) gelten aber eben so gut, wenn deren mehrere vorhanden sind, 
nur müssen dann die Integrationen in c und s über alle Oeffnungen 
ausgedehnt werden. Wir wollen nun den Fall verfolgen, dass mehrere 
ebene und in derselben Ebene liegende Oeffnungen von gleicher Ge- 
stalt und von solcher Lage vorhanden sind, dass die entsprechenden 
Linien in ihnen parallel sind. 

Wählen wir die Ebene der Oeffnungen wieder zur a:y- Ebene, 
so ist die Lichtintensität im Punkte in einer gewissen Einheit aus- 
gedrückt, 

7 = c2 + 5^ 



wo 



r == / / dxdy cos {px + qy), 
s == -- I I dxdy sin {px + qy), 



(1) 



zu setzen ist, und wo die Integrationen über alle Oeffnungen ausge- 
dehnt werden müssen. 

Es möge nun in der ersten Oefl&iung eitf Punkt beliebig ange- 
nommen werden, und es seien 

(öl^l)> («2M, («3^) ••• 
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seine Coordinaten, sowie die Coordinaten derjenigen Punkte, 
welche jenem in den übrigen Oeifnungen entsprechen. Sind dann 
(«j + 0:', b^ + y') die Coordinaten eines beliebigen anderen Punktes 
in der ersten Oeffnung, so ergeben sich für die Coordinaten der ihm 
in den übrigen Oeffnungen entsprechenden Punkte die Werthe 

a, + x\ öfo + x', • • • 

^ +y\ h + y'y • • •• 

In Folge dessen lassen sich jetzt die Ausdrücke für c und s 
folgendermassen schreiben 

c = yj j jdxdy' cos (p (ö,- •]^ x') -{- q (pi + y')), 

5 = - 2 CJdxdy' sin (p(ei,- + x') + q{bi + y')); 

wo die Integrationen über eine Oeffnung auszudehnen, und dann die 
Summen für die Oeffiiungen zu nehmen sind. Zerlegt man in diesen 
Ausdrücken von c und s die vorkommenden Sinus und Cosinus , so 
treten nur die beiden Integrale 



j'= / I dx'dy' cos (px' + qy'), 
?' = — / / dx'dy' sin {px + qy') 



(2) 



auf, bei denen die Integrationen ebenfalls über eine Oeffnung aus- 
zudehnen sind; setzt man endlich noch zur Abkürzung 



0= ^ cos^pai + qb,)^ 



S = 



^sin (per, • + qbi), 



(2a) 



so gehen jene Gleichungen in 

c = c'C — if'.S, 

s = s'C + c' S, 
über, und aus ihnen ergiebt sich 

/ = ^2 + S^ = (C'2 + 5'2) (^6?2 -I- 52). 

Es ist aber c'^ + s'^ die Intensität 7' im Punkte für den Fall, 
dass nur eine Oeffnung vorhanden ist, gleichgültig welche; die 
letzte Gleichung lässt sich also folgendermassen schreiben 

/ =. (^2 ^ S^) j\ (3) 

Man sieht daraus, dass, wo in dem Beugungsbilde einer Oeffnung 
Dunkelheit vorhanden ist, diese bleibt bei beliebig vielen Oeffnungen. 
Es entsteht das Beugungsbild des Systems aus dem einer einzelnen 
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OeflFnung, indem hier die Intensität im Verhältniss (P -}- S^ : l ver- 
mehrt wird; da C und S von a^ß^ abhängig sind, so wird dieses 
Verhältniss in den verschiedenen Punkten des Gesichtsfeldes im All- 
gemeinen einen verschiedenen Werth haben und auch kleiner als 1 
sein können. 

Ist die Zahl der Oeffnungen sehr gross und sind dieselben regel- 
los vertheilt, so wird in dem aus (2 a) sich ergebenden Ausdrucke für 
cr^ + S^ der Theil 

^{cos{pa, + qbi)coH(pat'}-qbk) + sm{pai+qbi)3in{pak+qbk)} 

ii><k) 

= ^ COS {p {üi — ak) + q (pi — bk)) 

als verschwindend augesehen werden dürfen, da in dieser Summe die 
Cosinus regellos zwischen 1 und — 1 vertheilt liegen, es resultirt also 
für (7^ + 5^ der Werth n , wenn n die Anzahl der Oeffnungen be- 
deutet. In diesem Fall ist also das Beugungsbild ganz dasselbe, wie 
das von einer Oeffnung hervorgerufene, jedoch ist es viel lichtstärker 
als jenes. 

Dieses Resultat kann durch den Versuch bestätigt werden, z. B. 
wenn man Lycopodiumsamen auf einer Glasplatte verstreut. Die Theil- 
chen, aus denen derselbe besteht, sind nämlich nahezu gleich gross und 
kreisförmig. Da nun eine kleine schwarze Scheibe dieselben Beugungs- 
erscheinungen hervorruft, wie eine ebenso grosse Oeffiiung, so ent- 
steht auf einem dahinter gehaltenen Schirme die von der Theorie 
geforderte Erscheinung, wenn man den Samen von einem unend- 
lich fernen Punkte aus beleuchtet. Kennt man also die Wellenlänge 
des angewandten Lichtes und die übrigen Data, so kann man 
den Durchmesser jener Theilchen aus dem der entstehenden Riuge 
leicht berechnen. 

Ein ganz anderes Resultat ergiebt sich aber^ wenn die Oeff- 
nungen nicht regellos vertheilt, sondern gesetzmässig angeordnet sind. 

Wir wollen annehmen, dass eine Reihe von Oeffnungen vor- 
handen ist, und dass die entsprechenden Punkte derselben auf einer 
geraden Linie in gleichen Abständen e liegen. Wählen wir eine 
dieser geraden Linien als :r-Achse, so können wir setzen 

«1 = 0, a^ = e, «8 = 2^, ... 
dadurch wird 

^ «= 1 + cos p^ + cos 2pe + • . . + cos (n — 1) pe^ 
— S= sin pe + sin 2pe + • • • + sin (n — 1) pe, 

wo n die Zahl der Oeffnungen bedeutet. Diese Reihen lassen sich 
Summiren; multiplicirt man nämlich die Gleichungen für C und 5 mit 
2cos/?^ und benutzt, dass 
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2 COS flf cos ^ =s cos (a + ^) + cos (a — ^) , 
2 cos flf sin & =5 sin {a -\- b) — sin {a -— b), 

ist, so erhält man einfache Gleichungen für C und 5, deren Auf- 
lösungen durch Benutzung von 

cos b — cos a = 2 sm — ~ — sin — ^ — , 



sin a + sm & = 2 sm J~~ 



a — b 
cos — - — 



2 



} 



werden 



• . ck a + b ' a — b 

sin a — sm ^ = 2 cos -~ — sin - « - 



npe (n — 1) pe 
Bin — ^ cos -^^ --'_^— 



pe 
sin -^~ 

np« (n — l)pe 
Bin — ^— sm -^ " 



_s-= ? '' 



Bin -=- — 
2 



Quadrirt und addirt man diese beiden Gleichungen, so erhält man 

npe \ * 

I DIU 

C^ + 52 = 



. pe 



also ergiebt sich aus (3) 

^ . npe 

/ = „ V ( --I?I I - «* 7' (^-"4)', (4) 

I .««I Nnsinf/' ''' 



l T* DIU f 

wenn zur Abkürzung 

2 ^ 

gesetzt wird. An den Stellen, an denen 

ist, wo Ä eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet, wird 

Bin n{ n coa n I , ^ 

n Bin I "* n cos $ — ' 

und also 

y = »V, (4 a) 

und eine genauere Discussion des aus (4) sich ergebenden Werthes 
des Verhältnisses / : J\ welche der im § 4 der vorigen Vorlesung 
durchgeführten völlig analog ist, lehrt, dass dasselbe an diesen Stellen 
seinen grössten Werth erhält. 
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§2. 

Es sei nun die Anzahl der Oeffnungeu sehr gross, also n = oo, 
dann wird an allen Stellen des Bildes, für welche § = + ää, oder 
für welche 

«o = «.±a| (5) 

ist, die Lichtstärke unendlich gross sein gegen diejenige, welche an 
den anderen Stellen stattfindet, da an jenen immer n sin g =" <^9 
sinng aber höchstens gleich 1 ist. Ferner seien die einzelnen Oeff- 
nungen, über deren Gestalt bis jetzt keinerlei Voraussetzungen ge- 
macht zu werden brauchten, zur x- Achse senkrechte Spalte; ein 
solches System nennt man ein Beugungsgitier. 

Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen,* dass das Licht 
des leuchtenden Punktes senkrecht auf das Gitter auffalle, dann ist 
cf, c= ^j «= 0, und für alle Punkte des Bildes, in denen Licht vor- 
handen ist, /}q = 0; setzt man also 

«Q = sin %'y 

so ist ^ der Winkel des gebeugten mit dem einfallenden Strahl, oder 
der „Beugungswinkel^^; dann werden an allen Stellen, an denen 

«o — sin-^^ + Ä^ (5a) 

ist, helle Lichtpunkte auftreten. Wählt man statt des leuchtenden 
Punktes eine zu den Spalten des Gitters parallele leuchtende Linie 
als Lichtquelle, so werden an den durch die obigen Werthe von %• 
bestimmten Stellen helle Linien auftreten, welche den Spalten parallel 
sind, und deren Entfernungen von einander um so grosser werden, je 
kleiner der Abstand e der Spalten ist; man wird Spectren erhalten, 
wenn das einfallende Licht gemischtes ist, wenn also A variirt. Man 
nennt diese Spectren Beugungsspectren ; Messungen, die an ihnen 
angestellt sind, haben zur genauen Kenntniss der Wellenlängen 
der verschiedenfarbigen Lichtstrahlen geführt 

Die soeben abgeleiteten Gleichungen setzen aber wesentlich voraus, 
dass die Dimensionen der beugenden Oefi&iung sehr gross gegen die 
Wellenlängen sind, und ihre Anwendung auf die Beugungsspectren, bei 
deren Herstellung oft Gitter benutzt sind, deren Spalten nur eine Breite 
von wenigen Wellenlängen besitzen, ist zunächst nicht zu recht- 
fertigen. Doch haben die Messungen, denen wir die Kenntniss der 
Wellenlängen verdanken, gezeigt, dass diese Anwendung die Orte 
der Lichtmaxima mit grosser Genauigkeit richtig ergiebt. Diese That- 
sache findet ihre Erklärung durch die folgenden Betrachtungen: 

Man denke sich das Gitter, über dessen Beschafienheit eine spe- 
cielle Voraussetzung nicht gemacht zu werden braucht, das z. B. ein 
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Drahtgitter; ein Russgitter, oder ein Diamantgitter sein kann^ in die 
passende Oeffnung eines ebenen schwarzen Schirmes eingefügt ^ der 
sich nach allen Seiten in die Unendlichkeit erstreckt. Auf dieses 
Gitter mögen nun ebene Lichtwellen senkrecht auffallen, und es möge 
der Schirm, der die Beugungserscheinungen auffängt; in der Unend- 
lichkeit liegen. 

Es sei dann (p irgend eine der Functionen u, v, w^ dann ist 9^, 
d. h. der Werth derselben in einem Punkte des Schirmes nach 
(12) der zweiten Vorlesung gegeben durch die Gleichung 

^0 = ~ i^y ^'\T, JN^-^TN -dt'- 'TN- "PJ^ W 

wo sich die Function q> unter dem Integralzeichen auf das Element 

ds bezieht; jedoch statt i das Argument / besitzt Die EbenC; 

deren Element ds genannt wird; sei nun wie vorher die ^rf/- Ebene des 
CoordinatensystemeS; die a;-Achse stehe senkrecht auf den Spalten; der 
Anfangspunkt sei der Mittelpunkt des rechteckig angenommenen Gitters. 
Ferner sei Qq die Lauge der vom Coordinatenanfangspunkte nach dem 
Punkte gezogenen Linie, und «0/^0^0 d^© Cosinus der Winkel; welche 
diese mit den Axen bildet. Man hat dann bis auf Grossen der 
zweiten Ordnung 

^0 = (>o — K^ + ßoy) > äi^ "= ^o> f^^ = äxdy, 

und da Qq als unendlich gross angenommen wurde ; so ergiebt sich 

aus (6) 

/« = ^ r Tdxdy /dq> ,Yo d(p\ .n. 

^0 4^ J J - Po \dN + a et)' ^^^^ 

Man hat nun für das Argument / 

(p(t) = ^ cos ^ 2:r + ^ sin „, 2>t, 

^j5r = ^' cos l 2% + B' sin -f 2n, 
wo dann A^ B ^ A\ B' Functionen von x und y sind; da dann 

1 da? 27r n ^ o 29r . • t c\ 

r aT = T ^ «^« T 2 « - X -^ «'° T- 2 '^ 
sich ergiebt, so ist in (6 a) unter dem Integralzeichen zu setzen 
^ /. _ ro\ 
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1 !!_('" «) = 2„ B c„s( *_ + ^-.+-M) 2;r 

wobei der Anfangspunkt der Zeit um — rückwärts verlegt ist. Hier- 
nach erhält man für ip^ den Ausdruck 

,p„ =JJäxdy(^D cos (I- H- ?^^+-^^) 2» 4- ^ «iB (^ H- ^^) 2«) , 

WO /> und E umgekehrt proportional mit Qq, lineare Functionen von y^ 
und endlich, was hier hervorzuheben ist, lineare homogene Functionen 
von Ay A'y B^ B' sind, deren Coefficienten x and y nicht enthalten. 
Nun sei die Lichtquelle ein leuchtender Punkt, der auf der nega- 
tiven z -Achse in der Unendlichkeit liegt, 2b die Länge der Spalten, 
2n ihre Anzahl, e der Abstand entsprechender Punkte zweier aufein* 
ander folgenden Spalten, 2ne also die Breite des Gitters. Man darf dann 
annehmen, dass q){t) und ^, von y so abhängen, dass sie constant 
bleiben, wenn y von — ^ bis + & variirt, und verschwinden, wenn y 
ausserhalb dieses Intervalles liegt, während sie als Functionen von x 
betrachtet, um e periodisch sind, wenn x einen Werth zwischen +ne 
hat und für andere Werthe von x verschwinden. Man ist zu dieser 
Annahme berechtigt, weil es ebene Wellen sind, welche auf das in 
einem schwarzen Schirm befindliche Gitter senkrecht auffallen ; ganz das- 
selbe wird dann von den Functionen A^ By A\ B' und somit auch 

von D und E gelten. In Folge hiervon wird zunächst 

+11« 



06 
sin - 

9o 



-j^ j dxlD cos (4 + ^)2« -f ^ sin (-|r + "-f) 2n 

Da X als unendlich klein gegen b angesehen werden kann, so ist der 
vor dem Integralzeichen stehende Factor für jeden endlichen Werth 
von jSq unendlich klein, während er endlich ist, wenn ß^- von der 
Ordnung -v-, also unendlich klein ist: es ist also allein in den Punkten 
der a;- Achse Licht vorhanden. Bezieht sich Jetzt also tp^ auf einen 
solchen Punkt, so ergiebt sich in einer passend gewählten Einheit 

<p, =Jdx (d cos (i, + ^) 2« + ^ sin (4, + "f ) 2 ;r) 
dx {D cos ^2n -\- E^m "«^^ 2it) 

— ne 

dx (- Dsiu "J- 2ä + /?cos "|- 2n)- 
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Der Mittel werth von ip^^ durch den die Intensität im Punkte 
bestimmt ist, ist die halbe Summe der Quadrate der beiden hier vor- 
kommenden Integrale y welche jetzt näher untersucht werden sollen. 
Zu diesem Zwecke denken wir uns D und E nach den Cosinus und 

Sinus der Vielfachen von — 2% entwickelt, was nach der oben 

gemachten Voraussetzung möglich ist, und betrachten eine end- 
liche Anzahl der so erhaltenen Glieder an Stelle von D und E. Es 
treten dann, wenn h eine ganze Zahl oder Null bedeutet, die In- 
tegrale auf 

dx cos h 2% sin «q y 2% und I dx sin h —27C cos «^ - 2;r , 

— n « — n« 

die verschwinden, da ihre Grenzen gleich und entgegengesetzt, und 
die zu integrirenden Functionen ungerade sind, und ferner die In- 
tegrale 

/ dx cos h ^ 2% cos «q - 2ii und / dx sin h ^ 2n sin a^^^ 2ä , 

— e — »I« 

die beziehungsweise 

8inne2fff --) sinneSTcf — l"T^) 



-(4-^-) " "(7+^ 



sind. Wenn a^ nicht specielle Werthe hat^ so sind alle diese Aus- 
drücke von der Ordnung von A, falls e nicht von noch niedrigerer 
Ordnung ist, nur für 

ao = + -7^» 

ist der Werth eines jeden dieser beiden Integrale endlich, nämlich 
+ ne. Mit Berücksichtigung der vorher über die Intensität der 
Lichtbewegung gemachten Bemerkung folgt also in Uebereinstimmung 
mit (5 a), dass sie unendlich gross ist gegen die in allen anderen 
Punkten des Gesichtsfeldes stattfindende, wenn 

«0 = sin ^ = + Ä ^ , /Jo = 0, 

wo ^ der „Beuguugswinkel** ist, und das ist es, was auch die Be- 
obachtungen gezeigt haben. 

§3. 

Erwähnen wollen wir den Fortschritt, der in der Herstellung 
von Beugungsgittern in neuester Zeit von Professor jßou;/j/<^ inOambridge 
in Amerika gemacht ist. £s ist diesem gelungen, Gitter zu ver- 
fertigen, welche die bisherigen an Grösse der Dimensionen, an 
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Kleinheit und Regelmässigkeit des Abstandes aufeinanderfolgender 
Linien weit übertreffen. Seine Theilmaschine gestattet nach seiner 
Angabe eine Fläche von etwa 100 mm Hohe und 150 mm Länge 
mit Linien zu versehen, von denen fast 2000 auf 1 mm gehen, deren 
Abstände also gleich einer Wellenlänge des gelb -grünen Lichtes* 
sind. Die Linien werden mit einem Diamant in eine Metallfläche 
geritzt ; es können diese Gitter also nur im reflectirteu Lichte benutzt 
werden. Einen wesentlichen Vortheil erlangt Rowland dadurch, dass 
er seine Gitter nicht auf ebenen, sondern auf hohlen sphärischen 
Flächen herstellt; in Folge davon wirkt das Gitter als Hohlspiegel 
und erzeugt reelle Bilder der Spectren der Lichtquelle, ohne dass 
Linsen zu Hülfe gezogen zu werden brauchen. Es ist dies für manche 
Untersuchungen sehr wichtig, da die Strahlen dann durch kein anderes 
Mittel als durch Luft gehen, und so die Absorption vermieden ist, die 
alle andern Korper bald mehr, bald weniger ausüben. 

Die Anordnung, die Rowland bei der Beobachtung der Spectren 
benutzt, ist die folgende: 

Das Gitter sei so aufgestellt, dass seine Linien vertical sind; die 
Ebene der untenstehenden Zeichnung sei horizontal; Ä sei der Mittelpunkt 
der Fläche des Gitters, M der Mittelpunkt seiner Krümmung; der ge- 
zeichnete Kreis sei über AM als Durchmesser beschrieben; er berührt 
somit das Gitter in ^; auf diesem Kreise, in S^ befinde sich der Mittel- 
punkt des verticalen Spaltes, der die Lichtquelle bildet. Beschränken 
wir uns auf die Betrachtung der Strahlen, welche in der Ebene der 
Zeichnung verlaufen, und suchen zunächst den Ort des Bildes 
von 5, welches durch regelmässige Reflexion an der Fläche des Gitters 
erzeugt wird. Der Strahl SA wird in der Linie AB^ reflektirt, wo 

MS = MB^ 
ist. Verfolgen wir einen zweiten einfallenden Strahl SC mit dem 
Eiufallspunkt C bei seiner Reflexion ; wir nehmen dief Breite des Gitters 




M 



als unendlich klein von der ersten Ordnung gegen seinen Radius 
an; dann ist AC von der ersten Ordnung, der Abstand des Punktes 
C von dem gezeichneten Kreise aber von der zweiten Ordnung un- 
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eudlich klein , und wir können daher den Einfallspunkt C als avf 
dem Kreise liegend darstellen. Das Einfallsloth ist MC^ der Einfalls- 
winkel daher gleich dem Einfallswinkel für SA, also auch der Re- 
flexionswinkel gleich dem des vorher betrachteten Strahles; der reflek- 
tirte Strahl muss demnach durch B^ gehen, es muss also B^ das 
gesuchte Bild von S sein. 

Nun sei das Licht homogen von der Wellenlänge A; es entsteht 
dann durch Beugung auf jeder Seite von B^ eine Reihe von Bildern 
von S. Ueberlegen wir zuerst die Wirkung des Gitterelementes bei A, 
Es sei d' der Einfallswinkel, d'h der dem ä*®° Beugungsbilde ent- 
sprechende Reflexionswinkel; dann ist nach (5) 

^ = + Ä3r, oder da ß^ = ß^ = 

^^^^ «j = sin ^, «0 = si*^ ^h 

mithin . . . ^ , , i 

sin %k — sin -O* a=a + Ä — . 

Wir denken uns ^a aus dieser Gleichung berechnet und an MA 
angetragen; so entstehe die Linie ABh\ eine ähnliche Construction 
denken wir uns für das Element des Gitters bei C ausgeführt. Der 
Einfallswinkel d' ist hier derselbe wie bei A\ die aufgestellte Gleichung 
giebt daher auch denselben Werth für den Reflexionswinkel d«; es 
wird mithin der hier durch Reflexion und Beugung erzeugte Strahl 
CBh tmd es ergiebt sich Bk als Ort des Ä*«° Beugungsbildes von S. 
Auf dem gezeichneten Kreise liegen daher die sämmtlichen durch 
das Gitter erzeugten Bilder • von S. 

Uan wird diese beobachten können, wenn man an passender 
Stelle einen kleinen weissen Schirm so aufstellt, dass er von jenem 
Kreise berührt wird. Dabei wird der Schirm im Allgemeinen schief 
von den wirksamen Strahlen getrofien werden; es hat das gewisse 
Uebelstände zur Folge, die Rowland auf die folgende sinnreiche 
Weise zu vermeiden gelehrt hat. 

Der Spalt S ist fest aufgestellt in dem Schnitt- ^ig. 9. 

puukt zweier auf einander senkrechten Schienen ; auf 
diesen verschiebbar ist eine dritte Schiene AM derart 
angebracht, dass ihr einer Endpunkt A auf der einen, 
der andere M auf der andern Schiene beweglich ist. 
Die Länge AM ist der Krümmungsradius des Gitters; 
in A ist das Gitter, in M der Schirm senkrecht zu 
AM aufgestellt und an der letztgenannten Schiene 
befestigt. Wie diese nun auch aufgestellt sein möge, 
immer haben die Punkte S, A, M die bei der 
früherep Figur vorausgesetzte Lage, da ein über 
MA als Durchmesser beschriebener Kreis durch S hindurchgeht; 
durch passende Stellung der beweglichen Schi^e kann man nun 
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jedes der durch Beugung und Reflexion entstandenen Bilder auf 
den Schirm in M bringen, der dann durch die wirksamen Strahlen 
stets senkrecht getroffen wird. 

§4. 

Wir wollen nun den betrachteten Fall, dass ein leuchtender 
Punkt sein Licht durch mehrere (oder viele) gleiche und gleich- 
liegende Oefinungen sendet, noch verallgemeinern. Wir wollen näm- 
lich annehmen, dass vor jeder Oeffnung eine von zwei parallelen 
Ebenen begrenzte Schicht eines durchsichtigen Mittels, etwa ein 
Glasplättchen, sich befindet; die Dicken der vor den einzelnen Oeff- 
nungen befindlichen Plättchen sollen verschieden sein. Dann wird 
die Zeit, welche ein einfallender Strahl gebraucht, um durch die 
Oeffnungen hindurch von einer Wellenebene zu einer andern zu ge- 
langen, durch die Hinzufügung der Plättchen geändert werden; es 
sei Xi die Zahl, welche diese Aenderung für die i*® Oeffiiung ergiebt, 
und es werde 

gesetzt; es lässt sich dann r, bezeichnen als die Aenderung der Phase, 
die durch die i** Platte hervorgebracht ist. Brauchen wir im üebrigen 
dieselben Zeichen, wie oben, und machen Gebrauch von den 
Formeln des § 2 der fünften Vorlesung 

c = f Cds cos /'^ii.2;r — d\ 
s = n^ds sin (^^4^ in^öV 

so ergeben sich für c und s die Ausdrücke 

c = ^ C fdxdy' cos (p(flr, + x') + q {bt + y') — r^ 

— s = 2/ ff^^'^'^V' sin [Pi^i + •^') + ^ (^< + y') — r^y 
wo 

P = X («0 - «i)i Q = ^{ßo- ß\) 

zu setzen ist, und für die Intensität / im Punkte erhält man in 
einer gewissen Einheit ausgedrückt 

/ = c« + s^. 
Setzt man nun 

^= /, cos {pOi + qbi — n) 
— 5««^ sin (pai -f- qbi - r.) 
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uud nennt J' wieder die Intensität im Punkte bei einer Oeffhuug, 
so erhält man durch die im Anfang dieser Vorlesung benutzten Schlüsse 

j = r {ci ^ 52). 

Wir nehmen nun an, dass nur zwei Oeffnungen vorhanden sind, 
deren eine unbedeckt sei, dann können wir setzen 
flr, = ^, = r, = 

^2 «= e &2 == r^^:^ r ^ 
und es ergiebt sich 

C = 1 + cos {^pe — r) 

— 5= sin {pe — r), 

also 

/=4r cos^^^. (7) 

Hieraus folgt, dass in dem Beugungsbilde einer Oeffnung durch 
Hinzufügen der zweiten schwarze Streifen entstehen, deren Orte 
durch die Werthe von p bestimmt sind, für welche 

cos 2^ = 

ist. Fehlte die Glasplatte vor dor zweiten Oeffnung, so wäre die 
Lage der durch diese erzeugten schwarzen Streifen durch die 
Gleichung 

cos ^ = 

bestimmt; die Glasplatte bewirkt also eine Verschiebung dieser Streifen, 
die durch den Werth von r bedingt ist. Zur Bestimmung dieses 
Werthes gelangt man auf dem folgenden Wege. 

Es seien GG in Figur (10) die Grenzflächen der Platte, SA ein 
einfallender Strahl, AB seine Verlängerung. Wir wollen zunächst die 
Zeit berechnen, die das Licht gebraucht, um von der durch A ge- 
legten Wellenebene bis zu der durch B gelegten zu gelangen. Der 
einfallende Strahl werde so gebrochen, dass er nach B' gelangt, von 
wo er seiner ursprünglichen Richtung parallel in der Linie B'C fort- 
geht. Ist dann d" der Einfallswinkel, d'' der Brechungswinkel, B die 
Dicke der Platte, so ist 

AB- ^ 

B'C = {BE — B'E) sin d- = i> sin ^ (tg ^ - tg d'). 

Nennt man also V und V die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des 
Lichtes in der Luft und im Glase, so ist die gesuchte Zeit 

AB' , B'C j.( 1 I sin^/in.«*. +nP a'n\ 

^F- + -T~= ^ (f'co8-F +^-p~ (tg^ - tg ^ )j . 

und mit Benutzung der Gleichung 

F' F 



sin ^' sin ^ 
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geht dieser Ausdruck über in 



Fig. 10. 




Wäre der von der Glasplatte eingenommene Raum mit Luft erfüllt, 
so hätte das Licht zwischen den durch /1 und B gelegten Wellen- 
ebenen die Zeit 

AB ^ D^ 
V Fcoa-Ö" 

gebraucht; die durch die Glasplatte bewirkte Verzögerung t ist da- 
her bestimmt durch 

V ^sin ^' C08 -O"' Bin -O- cos ^ ' ^ ® ) 

D sin d' /cos ^' cos ^\ 

~r V^sin d^ 7~ sin ^ J ' 

oder, wenn wir das Brechungsverhältniss 

V sin«- 



sin -O"' 



einfähren, durch 



D 



r = rr (n cos d"' — cos '^); 
somit ergiebt sich für die Phasenänderung r der Ausdruck 

r =H -^ 2jr = 2ä . (n cos '9'' — cos d'), 
wo A die Wellenlänge in der Lufi bedeutet. Nehmen wir -d", also 
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auch d'' als unendlich klein, und zwar von der ersten Ordnung, 
nehmen wir also wieder nahezu senkrecht auffallendes Licht an, so 
ist genau bis auf Grössen der zweiten Ordnung 

r^2^^J^=-^- (8) 

Nun sei jede Oeffnung ein Rechteck, dessen Seiten die Längen 

2a, 2b und die Richtungen der Coordinatenachsen haben; nach § 4 

der fünften Vorlesung erhält man dann in einer geeignet gewählten 

Einheit 

jf /8inpa\2 /Bin qb\'^ 

also 

Nehmen wir statt des leuchtenden Purikles eine der y- Achse 
parallele leuchtende Linie als Lichtquelle an, so ist die Lichtstarke 
/, im Punkte 0, wie in dem a. a. 0. untersuchten Falle 



'17 

oder in einer neuen Einheit 



/, ^-Jjdß, 



Wir wollen an diesen Ausdruck weitere Schlüsse knüpfen, die uns 
zur Theorie einer merkwürdigen Erscheinung führen werden, welche 
unter dem Namen der Talbo(*schen Linien bekannt ist. 



§5. 

Statt der Lichtlinie, die wir uns vorgestellt haben, wollen wir 
jetzt als Lichtquelle ein Spectrum annehmen, wie es durch ein 
Prisma, dessen brechende Kante der ^ -Achse parallel, ist, aus einer 
weissen Lichtlinie von gleicher Richtung erzeugt werden kann. 
Diese Lichtquelle besteht dann aus unendlich vielen Lichtlinien, bei 
denen a^ zwischen zwei endlichen Grenzen variirt, und bei denen k 
von «1 abhängig ist. Für die Intensität im Punkte werden wir 
dann nach (9) 

setzen können, wo ficcx) ^^^^ langsam sich ändernde Function von 
a, ist; welche die Lichtintensität an der durch a, bestimmten Stelle 
des Spectrums misst; p und r sind von k abhängig, also auch als 
Functionen von a, anzusehen. 
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An Stelle von a, soll nun eine neue Integrationsvariable cn durch 
die Gleichung 

eingeführt werden; dann können die Grenzen von o wegen des 
Nenners A. als — oo und 4*^^ angenommen werden, wenn wir die 
Breite 2a der Oeflfnungen als verhältnissmässig gross voraussetzen. 
Ferner werden die Werthe von a, , die zur Helligkeit im Punkte 
etwas Merkliches beitragen, sehr wenig von Uq verschieden sein, weil 
anderenfalls gar kein dauerndes Zusammenwirken der Strahlen ein- 
tritt; man darf daher f{ai) als constant betrachten und 

{/«! = const. den 

setzen^ so dass man hat 

-fao 

J, = coust Jd(o ('^y cos 2 (cd ^ - 0; 

dagegen wird man r nicht als constant ansehen dürfen, weil es mit -j 

proportional, also sehr gross ist und daher seine Aenderungen wenn 
auch klein gegen r selbst, erhebliche Werthe haben und den be- 
treffenden Cosinus merklich ändern können. Ist aber a nur gross 
genug, so wird man r nach der Taylor'schen Reihe entwickeln und 
sich mit der Berücksichtigimg der beiden ersten Glieder begnügen 
dürfen. Man kann daher setzen 

r = {r)o + («1 - «o) (£;\ ' 

wo auf der rechten Seite in (r^,) und ( , -j a, = a^ zu setzen ist. 
Diese Gleichung lässt sich schreiben 

r = (r)o-CD — (^^^;^, 

wo auch (A)q auf den Werth cCq von a^ zu beziehen ist. Dabei 
kann man ferner, wenn die der Beobachtung unterworfenen Strahlen 
nahe senkrecht durch die Platte gegangen sind, nach (8) 

o D(n— 1) 

setzen. Man erhält dadurch für die Intensität /« im Punkte 0, in 
einer gewissen Einheit ausgedrückt den Werth 

, sin* 09 008* (a© — ß) 

09* 

— oo 

wo a und ß von o unabhängig sind und die Werthe haben 
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2a V ^ der, / .gs 

und wo A, n, r und — ^ sich auf den Werth a^ von «i beziehen. 

Es ist hier auch das Brechungsverhältniss n als abhängig von der 
Wellenlänge aufgeführt, obwohl dies nach der bis jetzt durchgeführten 
Theorie nicht der Fall sein sollte; indessen zeigt die Erscheinung 
der Dispersion, deren Theorie in der zehnten Vorlesung gegeben 
werden wird, dass diese Abhängigkeit in der That vorhanden ist. 

Das für Jq gefundene Integral lässt sich ohne Schwierigkeit aus- 
führen: Transformirt man dasselbe nämlich mit Hülfe der identischen 
Gleichung 

• o •>/ />\ -9 1+C082(aai— ö) 

8m'cDC0s^(acD — p) = sm^cD-' - ^ ^ 

=—2 — I-C082/5 +sm2/5 , 

so verwandelt es sich in die Summe von drei anderen Integralen, 
von denen das letzte verschwindet, da es eine ungerade Function von 
Q ist; das zweite formen wir um, indem wir setzen 

sin' 0) C08 2aa> (1 — cos 2 a)) cos 2 cn» 
2 '^ 4 

C08 2ttiD C08 2 (or+Jjm C08 2(a— l)a» 

= — sin^ (a 4" 1) ^ + "4"®^^' ^^ — ^)^ —ysin^acij. 
Der Ausdruck von Jq setzt sich also aus vier Integralen von der Form 



f 



zusammen, in denen y die Werthe Ij a -{- ly a — 1, a hat. Den 
Wertli dieser Integrale kann man leicht finden ; aus der in § 4 der 
fünften Vorlesung abgeleiteten Gleichung 

sin* CO 



/■ 



folgt nämlich unmittelbar 

— 00 

wo jedes Mal der positive Werth der Quadratwurzel zu wählen ist. 
Hiemach ergiebt sich für die Lichtintensität im Punkte folgen-« 
der Ausdruck 

Kirohho ff, Optik. 8 
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/, = 1 + cos 2ß yE±Il±h^- D! -JIE. (10) 

Der Factor von cos 2/5 ist hier 

= , wenn «^ > 1 , 

= 1 — j/«^, wenn «^ < 1 ; 

im ersten Fall ist also das ganze Gesichtsfeld gleicbmässig hell, im 
zweiten zeigen sich Maxima und Minima, deren Lage allein von ß 
abhängt, deren Deutlichkeit aber durch a bedingt und für a «= Q am 
grossesten ist. 

Die dunkeln Streifen, welche im zweiten Falle am Orte der 
Minima auftreten, heissen die Talbof sehen Linien; ihr Ort ist durch 
die Gleichung 

cos 2/J = cos r = — 1 

bestimmt, d. h., sie befinden sich an denjenigen Stellen des Gesichts- 
feldes, für welche die durch das Plättchen bewirkte Phasen änderung 
r ein ungerades Vielfaches von % ist, und ihre Intensität ist 

/o = /^'. (10a) 

Ob die Talbot'schen Linien auftreten, hängt von der Grösse des 

Ausdruckes a in (9) ab. Es besteht dieser aus zwei Theilen, von 

denen der erste 

e 
2a 

ist; nehmen wir jetzt an, dass die positive a:- Achse von der freien 
Oeffnung nach der mit der Glasplatte bedeckten geht, so ist dieser 
erste Theil positiv und zwar notwendig grösser als Eins; es kann so- 
mit a nur dann kleiner als Eins sein, wenn der zweite Theil negativ 
ist. Die erste Bedingung für das Auftreten der Linien ist also die, 
dass der zweite Theil von a, oder dass der Differentialquotient 

einen negativen Werth hat. Geht man nun in einem Spectrum in der 
Richtung vom rothen zum violetten Ende fort^ so nimmt n zu, X ab, 

es nimmt also —r- zu. Geht man in dem Spectrum, das die Licht- 
quelle für unsere Erscheinung bildet, in der Richtung der positiven 
a:-Achse fort, so nimmt a, ab, da a, = — -— ist. Daraus folgt, dass 

jener Differentialquotient negativ ist, falls die Richtung der positiven 
a:-Achse von Roth zu Violett im Spectrum geht, d. h., wenn das Glas- 
plättchen die dem violetten Ende des Spectrums nähere Oeffnung be- 
deckt; nur in diesem Falle also können die Talbo tischen Linien über- 
haupt auftreten. Ihre Deutlichkeit hängt aber noch von dem Werthe 
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von a^ d. h. Ton der Dicke des Plättchend ab; nach (10a) ist sie am 
grössten, wenn « = 0, oder also wenn 

ist; vergrössert man D noch mehr, so bleiben sie sichtbar, bis a= — 1, 
oder bis 

-Dl ,„',-=2« + ^ 

geworden ist und verschwinden dann völlig. 

Man pflegt die Talbot'schen Linien nicht in der hier angegebenen 
Weise mit Hülfe zweier rechteckigen OeflFiiungen, sondern dadurch 
herzustellen, dass man die dünne Glasplatte unmittelbar vor dem Auge 
vor die halbe Pupille und zwar von der violetten Seite des betrach- 
teten Spectrums her vorschiebt. Die Theorie dieses Falles ist un- 
gleich complicirter*), die Erfahrung lehrt aber, dass die auf beide 
Weisen hervorgerufenen Erscheinungen im Wesentlichen überein- 
stimmen. 

Die Talbot'schen Linien sind von Esselhach"^) benutzt worden bei 
der Bestimmung der Wellenlängen gewisser Fraunhofer'schen Linien im 
ultraviolett; zu diesem Zwecke brauchte er nur zu zählen, wie viele 
Talbot'sche Linien zwischen je zweien dieser Fraunhofer'schen Linien 
sich befanden. 

Die erste Theorie, die man von den Talbot'schen Linien zu geben 
gesucht hat, nahm keine Rücksicht auf die Beugung und bestand 
einfach in der folgenden üeberlegung: In einem Punkte des Ge- 
sichtsfeldes werden Strahlen vereinigt, die von einem Punkte des 
Spectjrums ausgegangen und zur einen Hälfte durch die freie OeflF- 
nung, zur anderen durch die Glasplatte getreten sind ; in Folge dessen 
hat die zweite Hälfte eine Verzögerung gegen die erste erlitten, und 
die Strahlen werden sich daher durch Interferenz aufheben, sobald diese 
Verzögerung ein ungerades Vielfaches einer halben Schwingungs- 
dauer beträgt. Diese Betrachtung ergiebt zwar die richtigen Orte für 
die Talbot'schen Linien, aber sie erklärt nicht, dass diese nur er- 
scheinen, wenn das Plättchen von der violetten Seite des Spectrums 
aus vorgeschoben wird und wenn seine Dicke innerhalb gewisser 
Grenzen variirt. Dass sie falsch ist, lehrt auch die folgende Erwägung: 
Wendet man dieselben Betrachtungen auf den einfacheren Fall an, 
dass ein leuchtender Punkt homogenes Licht auf die beiden Oeff- 
nungen sendet, von denen die eine durch die Platte bedeckt ist, so 

♦) Vgl. Hermann Struve, Abhandlungen der Petersburger Akademie v. 
Februar 1883. 
' •♦) Poggendorfs Annalen Bd. 98, pg. 513. 



116 Sechste VorleBimg. 

hätte man auch hier zu schliessen^ dass sich die Strahlen durch 
Interferenz aufheben, sobald die durch die Platte bewirkte Verzöge- 
rung ein ungerades Vielfaches der halben Schwingungsdauer ist. 
Dass aber an einer Stelle durch Interferenz Licht zerstört wird, ohne 
dass es dafür an einer andern auftritt, ist mit der Grundannahme der 
Undulationstheorie im Widerspruch. Es erfordert die Theorie der Tal- 
bot'schen Linien somit nothwendig die Berücksichtigung der Beugung. 
Es mag hierbei bemerkt werden, dass es verschiedene Interferenz- 
Erscheinungen giebt, bei deren Theorie die Beugung nicht berück- 
sichtigt zu werden pflegt, obwohl dies geschehen muss, wenn 
man mit Strenge zu Werke gehen will. Hierher gehört auch der 
FresneFsche Spiegelversuch, dessen in der ersten Vorlesung Erwäh- 
nung geschah. Neuerdings hat nämlich H. F. Weber in Zürich ge- 
zeigt*), dass die bisherige auch von uns wiedergegeben e Theorie, nach 
der für die beiden Spiegelbilder eines leuchtendes Punktes zwei leuch- 
tende Punkte substituirt werden, welche nach allen Richtungen Licht 
aussenden, Abweichungen von den Beobachtungen ergiebt, und dass 
diese verschwinden, wenn man die Beugung der Lichtwellen an der 
Grenze der beiden Spi^el berücksichtigt. Die Erscheinungen ^ die 
der Presnersche Spiegel versuch darbietet, gehören hiernach auch zu 
den Beugungserscheinungen, aber nicht zu den Fraunhofer'schen, son- 
dern zu den Fresnel'schen. 



*) Wiedemann's Annalen Bd. 8 p. 407. 



Siebente Vorlesung- 
Theorie der FresnerBchen BeagangserscheinuDgcn. — Die beugende Oeffnung 
ist durch zwei parallele Geraden begrenzt. — Untersuohung der HülMunctionen 
M{u) und N(u). — Beihenentwicklungen f£lr diese Functionen. — Die eine Grenz- 
linie der beugenden Oe&ung liegt im Unendlichen. Fransen an der Schattengrenze 
schwarzer Körper. — Der beugende Schirm bildet einen Streifen. 

§ 1. 

Wir wollen uns nun mit einigen einfachen Fällen von Fremetschen 
Beugungserscheinungen beschäftigen. Es werde wieder angenommen, 
dass ein leuchtender Punkt 1 mit den Coordinaten {x^y^z^ homo- 
genes Licht aussendet, welches auf einen schwarzen Schirm mit der 
ebenen Oeßnung s auffällt. Die Lichtintensität / in einem hinter 
demselben liegenden Punkte mit den Coordinaten (a^o^o^o) ^^ dann 
nach (8 c) und (9) der fünften Vorlesung gegeben durch die Glei- 
chungen 

J^Kic-' + s^) 

-KI+S)-'(^+S)+i 

-«(?+S)-'(l+S)+1' 

WO d eine beliebige C!on8tante ist, pj und p^ die Entfernungen der 
Punkte 1 und von dem in der Oeffnung des Schirmes liegenden 
Coordinatenanfangspunkt bedeuten, und die Integrationen über diese 
Oeffnung auszudehnen sind. 

Bei den weiteren Untersuchungen wollen wir zu den vorher ge- 
machten Voraussetzungen ndch die hinzufügen, dass die Verhältnisse 

I — » ^1 und 1^, ^] sehr klein sind, so klein, dass ihre Qua- 

drate, obwohl sie durch die Wellenlänge dividirt sind, unter den tri- 
gonometrischen Zeichen vernachlässigt werden können, wir wollen also 
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beinahe senkrecht auffallende Lichtstrahlen annehmen und nur solche 
Punkte betrachten, welche nahe an der Verlängerung von jenen 
liegen. Dann ergeben sich für c und s die Gleichungen 

-»a;+5)+t 

Diese Formeln lassen sich nun durch Einführung neuer Integrations- 
variablen 5^ an Stelle von xy, sowie durch passende Wahl der will- 
kürlichen Constanten ö beträchtlich vereinfachen. Setzt man nämlich 



(1) 



«-/fa+B 



X — 



» ^Qi Qo' ^?i ~'~ 9o' 




(2) 



2(' +-L) 
so gehen die Ausdrücke für c und s über in 






(3) 



WO die Integrationen über die Werthe von | und ri auszudehnen sind, 
welche diese Variablen innerhalb der OeflFnung erhalten. 

Die weiteren Untersuchungen wollen wir durch die Annahme 
vereinfachen, dass die beugende Oeflfnung durch zwei der y- Achse paral- 
lele Linien begrenzt, im Uebrigen aber als unendlich gross anzusehen 
ist. Die Grenzen für |/, mithin auch diejenigen für ri sind dann 
— 00 und + 00 . Bezeichnet man die beiden bestimmten Integrale 

-4- 00 + » 

IcosTj^di] und I sin i^^rfiy. (4) 

— 00 _ ao 

welche von Null verschiedene constante Werthe besitzen, wie sofort 
nachgewiesen werden wird, beziehungsweise durch C und S, so er- 
giebt sich aus (3) 
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mithin erhält man, in einer neuen Einheit ausgedrückt 

J = c^ + s^= f Cdl cos V\+ ( Cdi sin l^^\ (5) 

wo die Integration über diejenigen Werthe auszudehnen ist, welche 
S in der beugenden OefiEuung annimmt. 

Dass die Integrale C und S in (4), welche im Folgenden viel- 
fach benutzt werden, in der That von Null verschiedene constante 
Werthe haben, kann man folgendermassen zeigen. Wir wollen aus- 
geben von dem Integral 

Rk= i e-''dx', 



schreiben wir dasselbe in der Form 



so ergiebt sich für Bi^ der Ausdruck 



fassen wir hier x und y als rechtwinklige Üoordinaten eines Punktes 
auf, so ist die Integration über die Fläche eines Quadrats von der 
Seite k auszudehnen. Durch Einführung von Polarcoordinaten geht 
der obige Ausdruck über in 



Ri?=^ jJe-^'QdQd^. 



Da alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so liegt der Werth 
von Ri? zwischen den Werthen desselben Integrales, welches über 
die Kreisquadranten mit den Radien Tc und k l/2 erstreckt ist, d. h. 

zwischen 

* kVJ 



Da aber j e-^^QdQ = — -- e^ ist, so nähert sich mit unbegrenzt 
wachsendem k jedes der beiden Integrale, also auch R^^ der Grenze 
~, es ergiebt sich also 
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Ä = Ä, =Je-^dx - i ^. 





Führt man hier an Stelle von x die neue Integrationsvariable a durch 
die Gleichung x = aj/u ein, wo u eine positive Grosse bedeutet, so 
erhält man endlich 



Mit Hülfe dieser Gleichung können nun die bestimmten Integrale C 
und S auf einfache algebraische Integrale reducirt werden; schreibt 
man nämlich in den in (14 a) der dritten Vorlesung abgeleiteten 
Gleichungen 

OD 00 

J ^-«« sin udu = j^„ Je-^^ cos udu =- j^, 



a^ an Stelle von a, multiplicirt sie mit da und integrirt sie zwischen 
den Grenzen und <x>, so ergiebt sich mit Benutzung der soeben ge- 
fundenen Gleichung 

00 00 ao 00 

1 ,/— /•sin u ,_ /* da 1 _/— /•cos u , P a*da 



Die algebraischen Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
können nach bekannter Methode gefunden werden. Die Rechnung 

wird etwas erleichtert auf folgendem Wege: Setzt man a=a— , 
so findet man 

/ da I x^dx r a*da 

l + a* ^ ^ 1+V — ^ HFäi 

40 1 1 

/ da C x^dx C a^da 

l + a*"j/ 1 + x* "j/ 1 + a*' 

Hieraus folgt, dass 

/^ da r \*da _ C\±^d 



ist. Nun ist 

x^+ 1 



+ 



und daher 

oder wenn mau die Grenzen und 1 einführt, 
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1 






^""^ih 



Es gehen also die Gleichungen (6) in die folgenden über 

/"sin M . rco% u. -,/ n 



ü 

oder j wenn man u «=> «;' setzt in 



1 sin v^dv = / c 



cos v^dv 



i/l- w 



Man erhält also für die Integrale C und S die Werthe 

^ = 5=/|. (7a) 

§ 2. 
Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen ergaben die Werthe 
der bestimmten Integrale / cos ^d% und / sin ^d% für den Fall, 

dass ihre Grenzen und <x>, oder dass sie — <x> und + <x> sind, um 
aber in dem vorher betrachteten Falle die Intensität im Punkte 
zu finden y müssen wir den Werth dieser Integrale für beliebige 
Grenzen berechnen, da diese in (5) von der Lage der Punkte und 
1 abhängen. Dabei können wir aber offenbar eine^ etwa die untere 
Grenze y als fest, z. B. gleich Null annehmen; wir haben also die 
Integrale 

d\ cos 1^ und / d\ sin ^ 



I di cos 1^ und / 



als Functionen ihrer oberen Grenze u zu untersuchen. 

Es ist leicht, diese Integrale nach aufsteigenden Potenzen von u 
in Reihen zu entwickeln, die für jeden Werth des Arguments conver- 
giren ; wir brauchen nur für cos |^ und sin ^^ ihre Entwicklungen nach 
Potenzen von 5^ zu setzen und die Integration bei jedem Gliede aus- 
zuführen. Diese Reihen sind zwar zur numerischen Berechnung der 
Integrale, namentlich für kleine Werthe des Arguments ganz geeignet, 
nicht aber, um aus ihnen allgemeine Schlüsse zu ziehen. Wir führen 
daher an Stelle der obigen Integrale die folgenden beiden Functionen ein 

^W = f^i cos (g2 — u^) N{u) =J dl sin {V - w^), (8) 

welche mit jenen eng zusammenhängen; in der That folgt aus (8) 
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M{n) = cos u^ I dl cos g^ + siu u^ j d^ sin g^ 

iV(w) = — sin w* 1 ^1 cos g^ + cos «- 1 cfg sin g^. 
durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man 

I üfg cos g* «= cos u^ M{u) — sin u^ N{u) 

/ ^5 sin 5^ = sin «* ^^(w) + cos w^ iV(M). 

u 

Durch diese ^ sowie durch die aus (7) sich ergebenden Gleichungen 

" " (8c) 

J'sin Vd^ =\]/l - J'«n i'äl. 

M 

lassen sich also die zu untersuchenden Integrale einfach durch M{u) 
und N{u) ausdrücken. 

Die Einführung der Functionen M{u) und N(u) in die Rechnung 
ist besonders aus dem Grunde wichtig, weil dieselben die Eigenschaft 
haben, für alle positiven Werthe des Argumentes positiv zu sein und 
abzunehmen, wenn das Argument wächst. Um diese Behauptung zu 
beweisen ; setzen wir 

}.., .. ,y i dz 

- yz-\-u* 
dann.ergiebt sich für einen positiven Werth von u 

00 X) 

M,, \ l i' COS zdz w, V 1 ^sm zdz 

V V^ + u^' V Vz + u^' 



wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Das dem N{u) gleiche Integral 
können wir nun als -die Summe von ähnlichen darstellen , deren 
Grenzen je zwei auf einander folgende Glieder der Reihe 0, jt, 2jr, 
3^, .... sind; diese Integrale sind abwechselnd von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen; das erste ist positiv; ferner ist jedes folgende 
Integral dem absoluten Werthe nach kleiner als das vorhergehende, 
und mit wachsender Ordnungszahl nähern sie sich der Null. Daraus 
folgt, dass die so sich ergebende Reihe für N{ü) convergirt und positiv 
ist. Dieselben Betrachtungen sind anwendbar auf 
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QO 

IN J_ /* sin zdz 



dN 
dh 



und zeigen, dass N(u) mit wachsendem u abnimmt. 

Um die entsprechenden Schlüsse in Bezug auf M{u) ziehen zu 
können, transformiren wir seinen Ausdruck zunächst durch partielle 
Integration. Es ist 



und daher 



/cos zdz sin ^ ,1 / *8in zdz 
Vz + u^ ~ VzT^^ '^ -J (. + u')V 

,-. N 1 /sin zdz 1 dN 



Hieraus folgt, dass M{u) stets positiv ist, und aus 



3 /* sin za! 



dM 



ergiebt sich, dass M{u) abnimmt, wenn u wächst. 

Für die Functionen M{u) und N{u) hat Gilbert (Memoires cou- 
ronneö de TAcad^mie de Bruxelles XXXI. 1863) Tafeln berechnet. 
Was die Art betrifift, wie ihre Werthe sich finden lassen, so kann 
man dabei auf die oben erwähnten, nach aufsteigenden Potenzen 

tt u 

von u fortschreitenden Reihen für / d^ cos g^ und 1 d^ sin 5^ zu- 



rückgehen und alsdann die Formeln (8 a) und (8 c) benutzen. 

Man kann aber auch M{u) und N{u) selbst in convergente, nach 
aufsteigenden Potenzen von u fortschreitende Reihen entwickeln. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir zunächst, dass nach (7) 

tt 

M(u) = y y^ (cos «•' + sin m*) - f dl cos («» — |») 

(9) 

N(u) = 1 ^1 (cos M» — sin w*) -\- j dl sin («* - |«) 



ist. Um nun fQr die Integrale auf der rechten Seite Entwicklungen 
der genannten Art zu finden, gehen wir davon aus, dass 

JVrfSco8(«»-|»)=f^'cos(«»-r)-;^yi»+«dgsin («'-!') 

Jl'dlBia{u^ - |»)=f_j|;-'sm {u'-l') + ^'^J'l''+'dl cos (u*-|'), 

wenn n -\- l positiv ist, also 
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ß^d^ cos (ti* - g^) = J^l - ^i/6-+^tf 6 sin (ti^ - 5') 



Ji^di sin (u^ - {2) = _r . J^gii+f tfg cos (tt' - |2). 



Setzt man hier n -{'2 an Stelle von it und verbindet die so sich 
ergebenden Gleichungen mit den vorigen ^ so erhält man die beiden 
folgenden Recursionsformeln 



u u 



durch deren wiederholt^ Anwendung sich für die Integrale in (9) 
die folgenden Reihenentwicklungen ergeben 

fd^ cos (l^^ - g2) _ J?L _ ^t^ . _4«U« 

J **^^"**V«* ^) 1 1.3.6 • 1.3.6.7.9 

+ (-l)n -^y-^^ f 1 ^* . __ ®) 

• ^ ^'^ 1.3....4n+l\ 4n + 3.4n + 6 / 

J örgsini^w «; = i.3 1.3.6.7^ 1.3. ...11 *•• 



+ (- l)** 1.3....4n + 3 U - 4M^-5-® ; ' 

WO S und <9' durch die Gleichungen 

Jl^^^^dl cos.(t|2 -^l^) = @ Jl^^^^dl 



W tt 

rg*-+*rf| sin («2— 6^) = Q'Jl^^^^dl 



definirt sind und daher zwischen — 1 und + 1 liegen. Aus diesem 
Umstand folgt; dass die Reihen, wenn sie in die Unendlichkeit fort- 
gesetzt werden; convergiren und die betreffenden Integrale darstellen. 

Diese Reihen sind für kleine Werthe von u zur Berechnung von 
M(u) und N{u) sehr geeignet, convergiren aber nur langsam, wenn 
u eine erhebliche Grosse hat; in diesem Fall sind gewisse Entwicke- 
lungen nützlich, welche sich durch eine partielle Integration anderer 
Art ergeben. 

Aus den beiden identischen Gleichungen 
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fU ,i, (£= _ ..) — "^-^ - '-Vfß - (|. - ..). 

welche für einen positiven Werth von n + 1 gelten^ erhält man 
nämlich 

•^1 



I* 



h 8iu (g^ - «*) = -4^-i - ^^ f-%, COS (5» - «^); 



eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen in der vorhin ange- 
gebenen Weise den Sinus beziehungsweise den Cosinus, so ergeben 
sich die Recursionsformeln 

/ISj .«.« oN n+l n+l.n + 3 f* d^ .yo o\ 

jl cos (V - «0 = -T+8 - ^ 4 J ^ ^^^ (^ ~ ^ ) 

und durch wiederholte Anwendung derselben erhält man für M(u) 
und N(u) die folgenden Reihenentwickelungen 

'^^ y« (10a) 

i,r(„)„ j;5si„(g^-«^)= J^- J^ +..+(-l)-»»;^^*r^-J 

11 

Jede dieser Reihen convergirt, ins Unendliche fortgesetzt, f&r keinen 
Werth von u, denn das n^ Glied wird wegen des Productes der nn* 
geraden Zahlen im Zähler ftür unendlich grosse Werthe von n stets 
unendlich gross. Dennoch sind sie ffir grosse , positive Werthe des 
Arguments zur Rechnung sehr brauchbar. Ihre Glieder werden näm- 
lich anfangs kleiner und kleiner und wachsen erst von einer be- 
stimmten Stelle an; der Rest der Reihen ist dabei, wie sofort ge- 
zeigt werden wird, abwechselnd positiv und negativ , so dass die 
gesuchten Functionen immer zwischen der Summe der n ersten und 
der Summe der n + l ersten Glieder liegen. Infolgedessen geben 
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die Reihen, welche semkonvergenle Reihen geoannt werden, Nähe- 
rungswerthe für die Functionen M{u) und iV(w), die um so genauer 
sind, je grosser ihr Argument ist. 

Dass der Rest der in (10 a) angegebenen Reihen abwechselnd 
positiv und negativ ist, folgt daraus, dass bei positivem u die beiden 
Integrale 

positiv sind; sie sind nämlich beziehlich gleich den bestimmten In- 
tegralen 

dzco^z .„_j 1 /• dz hin z 

4n + Ä 



1 /* d£f COS £f j 1 /' dz ßin 



% 



und dass diese stets positiv sind, zeigt dieselbe Schlussweise, durch 
die wir bewiesen haben, dass M{u) und N(u) für eiu positives u stets 
positiv sind. 

Die Werthe von M{u) und N{ü) für ein negatives u lassen sich 
endlich ausdrücken durch M{ — u) und A^(— w); für ein negatives u 
ergiebt sich nämlich aus der Identität 

M{u) = /rfS cos (I» — u^) —jä% cos (I' — «») 

— 00 — 00 

= y ^ (cos u^ -j- sin v}) - I öfg cos (§^ — u^) 

M(u) = j/-|- (cos t|2 + sin m^) - i»/(— w) , 
und ebenso {}0h) 

N(u) = ^^^ (cos u^ — sin w«) — N{— u). 

Man sieht hieraus, dass M{u) und A^(w) für negative Werthe von u 
nicht positiv bleiben, sondern, durch Null hindurch gehend, Maxima 
und Minima haben, denn für t/ = — oo werden sie beziehlich gleich 

y 2 (cos u^ + sin u^) und y -^ (^^^ ^^ — ^^^ ^^)y 
d. h. gleich 

y 71 sin (w^ -[- ^) • und }/ n cos (i/'^ + ^) ' 

§3. 

Durch die Functionen M und iV lässt sich nun die LichtintensiiÄt 
/ in einem Punkte des Beugungsbildes in dem im Anfang dieser Vor- 
lesung betrachteten Falle ausdrucken. Wir specialisiren diesen zunächst 
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noch weiter, indem wir annehmen, dass der beugende Schirm nur 
durch eine Linie begrenzt ist, die wir zur y-Achse nehmen, dass also 
mit anderen Worten auch die Breite der beugenden Oeffnung unendlich 
gross ist. Da es nur auf diese Grenze ankommt^ so können wir, 
ohne die Allgemeinheit weiter zu beschränken, den leuchtenden Punkt 1 
in der j; -Achse annehmen, also o;, =0, V] <==0 setzen; es wird dann 
(>, = — z,, wobei im Auge zu behalten ist, dass Zj negativ ist. 
Die Tafel, auf der das Beugungsbild aufgefangen wird, sei senkrecht 
auf der z-Achse, für sie sei also Zq constant Xq und y^ sollen klein 
sein, so dass Qq b» Zq gesetzt werden kann. Der für | aufgestellte 
Ausdruck (2) wird dann 

6 = /r^(---o,-.!^,j- (11) 

Der Theil der a;y -Ebene sei frei, für den x positiv ist, während der 
Schirm denjenigen bildet, für den x negativ ist; in der Gleichung (5) 

j=(^f cos i^d^y + (jsin i^u^y 

ist dann über die Werthe zu integriren, die £ annimmt, wenn x von 
bis + oo wächst, d. h. von | *= w bis 5 = + oo, wenn 

u = -^x, l/, ,'^^^-~- (IIa) 

gesetzt wird. Im Schatten des Schirms ist hiemach u positiv, ausser- 
halb desselben negativ. 

Es ist somit J eine Function von w, also von y^ unabhängig, 
die Erscheinung besteht also aus hellen und dunklen Linien, welche 
der Schattengrenze des beugenden Schirmes parallel laufen. Um die 
Lage derselben zu bestimmen, führen wir in den Ausdruck von J 
die Functionen M(u) und N(u) ein, indem wir die beiden Gleichungen 
(8b) des vorigen Paragraphen quadriren und addiren. Dadurch er- 
giebt sich 

J = (y*dS sin l^y + ( J'rfg cos g')'= M-'iu) + N\u). (12) 

U U 

Daraus, dass M und N abnehmen, wenn u von bis oo wächst, folgte dass 
die Intensität im geometrischen Schatten des Schirmes immer abnimmt, 
wenn man von seiner Grenze sich entfernt, also keine Maxima und 
Minima darbietet. Es giebt aber solche ausserhalb des Schattens. 
Die Werthe von u und Xq, für welche dieselben stattfinden, sind be- 
stimmt durch die Gleichung 

dt* ^' 
dieselbe verwandelt sich wegen (12) in 
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= COS «^ /rfg cos I* + sin u' Jdl sin |», 

d. li. in 

M(u) = 0. 

Diese Gleichung besitzt keine positiven Wurzeln; um die negativen 
zu finden y schreiben wir sie nach (10 b) in der Form 

j/^ (cos u^ + sin t/2) = M{— u) 
oder 

Da M{u) für sehr grosse negative Werthe von u verschwindet, so 
sind die grösseren Wurzeln dieser Gleichung sehr nahe 



u j/(^-i.)3r, 



wo n eine gauze Zahl bedeutet, und sie nähern sich diesen Werthen 
mit wachsender Ordnungszahl ; aber auch die kleinsten entfernen sich 
nur wenig von dieser Form; die ersten Wurzeln sind nämlich nach 
der Rechnung von Fresnel 

u = — yo. 741 7C , erstes Maximum 

= — y\,lb^7C^ erstes Minimum 



= — ]/2. 749 Ä, zweites Maximum 

= — y^. 751 7C , zweites Minimum. 

Diese Werthe von u bestimmen also diejenigen Werthe von x^y welche 
den vorher betrachteten hellen und dunkeln Linien auf der weissen 
Tafel entsprechen. Entfernt man die Tafel von dem beugenden Schirm, 
d. h. vergrössert man Zq, so rücken die Linien auseinander. Um das 
Gesetz zu finden, nach dem dies geschieht, haben wir zu untersuchen, 
in welcher Beziehung Xq imd z^ bei einem constanten Werth von u 
zu einander stehen; y^ können wir dabei gleich Null setzen. Diese 
Beziehung ist nach (Ha) ' 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts, und zwar, da z^ negativ 
ist, die einer Hyperbel, weil ihr unendlich grosse reelle Werthe von 
Xq und Zq genügen. Diese Hyperbel ist symmetrisch zur z- Achse und 
geht durch die beiden Punkte a:^ = 0, ^0=^ ^^^ ^o = ö> ^Q = ^\i 
d. h. durch den leuchtenden Punkt und durch den Punkt y^^^^^O der 
Kante des beugenden Schirmes; diese beiden Punkte sind also die 
Scheitel der Hyperbel. Eine physikalische Bedeutung hat nur der 
Theil derselben, für den x^ und z^ positiv sind. 
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§4. 

Es werde nun aUgemeiner angenommen, dass die beiden zur 
y- Achse parallelen Geraden, welche die beugende Oeffnung be- 
grenzen, im Endlichen liegen, dass also entweder der beugende Schirm 
einen Streifen bildet, oder dass die beugende Oeffnung ein Spalt ist. 
Wir wollen nur den ersten Fall genauer untersuchen, da sich die 
Rechnung für den zweiten ganz ähnlich gestaltet. 

Es bilde also der beugende Schirm einen Streifen, dessen Grenzen 
die Gleichungen 

a; SB — e und rc = -j- e 

haben mögen, dessen Breite also 2e ist Für den leuchtenden Punkt 
nehmen wir wieder 

a?i •= 0, y, = 

an, denken uns die weisse Tafel als senkrecht auf der z -Achse, und 
Xq und i/q als so klein, dass wir q^ durch Zq ersetzen können. Die 
beiden Integrale, die, quadrirt und addirt, nach (5) die Intensität 
geben, sind dann 

di cos £2 = idi cos £2 + idi cos g^ 

fdi sin |2 — Al sin |* + jdi sin l\ 
WO die beiden Grenzen t/j und t^j wegen (2) durch die Gleichungen 

«.-/t^(+«-«.,t^) 

bestimmt sind. In der einen Grenze des geometrischen Schattens ist 
t/i, in der anderen t/j gleich Null; da ferner ti^ und 1/.2 lineare Func- 
tionen von Xf^ sind, welche mit wachsendem Xq abnehmen, so er- 
kennt man, dass innerhalb des Schattens u^ negativ, t/j positiv ist; 
ausserhalb des Schattens sindi beide Grössen positiv auf der Seite der 
negativen x und beide negativ auf der Seite der positiven x. 

Wir wollen nun die Werthe von Xq aufsuchen, für welche die In- 
tensität / ein Maximum oder ein Minimum ist; sie sind bestimmt 
durch die Gleichung 

dxo 
Schreibt man den Ausdruck von / in der Form 

CdUo4''+jd% cos IM + ( Al sin l*+ Ml «^ I' ) i^^) 

U| »A» / ^— Wi «2 ^ 

Kirchhoff, Optik. 9 
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und berücksichtigt, dass j^ = -^ ist, so erhält man zur Bestim- 
mung der Maxima und Minima die Gleichung 



dJ , dJ 



: (cos «,' - cos w,^) ( Trfg cos r + jd^ cos IM 
Bin V) I pl sin I' + /dl sin |M 



"■ •" ' (14) 

+ (sinV — "n«2')( /<*S sin|»+ /d| sin |M«=0. 

Diese Gleichung verwandelt sich durch Einführung der Functionen 
M{u) und N(u) in die folgende 

(m{- U,) - M{U^))(1 - cos (t/,2 _. 1^2)) 

+ (^(- «i) + ^(^2)) sin (t'i' - V) = 0, 
welche wiederum in die beiden einfacheren zerfallt 

wie man unmittelbar erkennt , wenn man in der vorigen Gleichung 
an Stelle des Winkels {u{^ — t/j^) den halben Winkel einführt; be- 
achtet man endlich^ dass 

2 "^ XlJo 

ist, so ergeben sich für Xq die folgenden Gleichungen 



8inf^«23r-=0 



(15) 



Die Wurzeln der ersten Gleichung sind 

wo n eine ganze Zahl ist; die ihnen entsprechenden Maxima oder Minima 
sind mithin gleich weit von einander entfernt, sind unabhängig von 
z^, d. h. von der Entfernung des leuchtenden Punktes, und bewegen 
sich auf geraden Linien, wenn Zq verändert, wenn also die weisse 
Tafel parallel mit sich selbst verschoben wird. Verwickelter ist das 
Gesetz für die durch die zweite Gleichung bestimmten Maxima und 
Minima. 

Wir wollen die Gleichungen (15) für die Maxima und Minima 
nur in dem Falle genauer discutiren, dass die Breite des Schirms, 2«, 
verhältnissmässig gross ist. Es treten dann drei, durch dunkle 
Zwischenräume getrennte Fransensysteme auf, i# der Nähe der beiden 
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Grenzen und in der Nähe der Mitte des geometrischen Schattens, 
zwei ämserCy wie man sagt, und ein inneres. 

In der Nähe der Schattengrenze auf der Seite der positiven x ist u^ 
klein und — u, hat einen grossen positiven Werth; darausfolgt, dass 
^<» ^» 

jdl cos |2 und idl sin g^ 

-Ml —«1 

sehr klein sind, während 

-4-OD -)-Q0 

/e/6cos5^ und id^&ml'^ 

endliche Werthe besitzen. Demzufolge kann man 

/- (Jdl cos |A + (Jdi sin gA 

setzen; dadurch ist aber ausgesprochen, dass an dem betrachteten Orte 
die Erscheinuugen dieselben sind, wie wenn der Schirm in der Rich- 
tung der negativen x unbegrenzt wäre, also diejenigen, welche wir 
im vorigen Paragraphen ausführlich untersucht haben. Aus der Sym- 
metrie, die stattfindet, ist zu schliessen, dass das Entsprechende fQr 
das zweite äussere Fransensystem stattfindet. 

In der Nähe der Mitte des Schattens, also für kleine Werthe 
von oJq, haben — u^ und Wj grosse positive Werthe, die vier in Be- 
tracht kommenden Integrale sind daher klein, und ein Gleiches^ gilt 
von der ganzen Lichtstärke; trotzdem können aber Maxima und 
Minima wahrnehmbar sein, und diese sind durch die Gleichungen 
(15) bestimmt. 

Die erste von diesen Gleichungen ist, welches auch die Grösse 
von e sein mag 

sin y-p 2« = 0, und ergiebt ar^ — n -^ ; (16) 

die zweite Gleichung vereinfacht sich sehr durch die Annahme, dass 
e gross ist Aus den für M{u) und N{u) aufgestellten semiconver- 
genten Reihen (10a) ergiebt sich nämlich, dass für grosse positive 
Werthe von u 

gesetzt werden kann, und hieraus folgt, dass die in Rede stehende 
transcendente Gleichung für unseren Fall in die einfachere übergeht 

d. h. in 

cos *^' 2« = 0, aus welcher ^o ^ (» + y) S (^^) 
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sich ergiebt. Diese Werthe von Xq schieben sich also zwischen die 
durch die erste Gleichung bestimmten ein. Um nun zu erkennen ^ 
welche von den in (16) und (18) gefundenen Werthen von x^ den 
MaximiSy welche den Minimis der Helligkeit entsprechen^ und um 
ein Urtheil über ihre Grosse zu erhalten, müssen wir den Ausdruck (13) 
von / in der Nähe der Mitte des Schattens discutiren. Derselbe 
lässt sich mit Berücksichtigung von (8 b) folgendermassen schreiben 

/=» ^cos fij* M( — u^) — sinUi^N( — w,) + C08ti2^if(tt2) — 8inM2^i^(tt2)) 

+ (sin t/,' ^(— tij) + cost/i^-/^(— t/,)+sinti2^if(M2)+cost/2^iV^(t^)), 

oder^ wenn man benutzt^ dass unter der soeben gemachten Annahme 
die hier auftretenden Werthe von M(ü) nach (17) gegenüber denen 
von N(u) vernachlässigt werden können, 

d. h. 

/_ A2(_ tij) + N^{u^) + 2N{— Ui)N(Uj) cos (tij« — V) 

- (^(- ^i) - ^ W)' + 4i\^(- u,)N{u,) cos^ ^-^ 5 

mit Benutzung von (17) erhält man also für die IntensiiÄt in der 
Nähe der Schattenmitte den einfacheren Ausdruck 

da Aun — t/j und u^ positiv sind^ so ergiebt sich, dass durch die 
Gleichung (16) die Maxima, durch (18) die Minima der Intensität 
bestimmt werden. 

Der soeben gefundene einfachere Ausdruck für / ergiebt endlich 
auch ein Mass f(ir die Grösse der Helligkeit in den Maximis und 
Minimis, in der Nähe der Schattenmitte; ist nämlich x^ hinreichend 
klein im Yerhältniss zu e^ so können wir setzen 



/■ 



und erhalten somit für die Intensität den Werth 

•^-^^?^^«>«^I?2«. (19) 

Hieraus folgt ^ dass in der Nähe der Mitte des Schattens die Minima 
den Werth 0, die Maxima den Werth 

haben. Um die Bedeutung dieser letzten Angabe zu verstehen^ muss 
man hinzunehmen, dass bei der für J gewählten Einheit ausserhalb 
des Schattens und in hinreichender Entfernung von ihm 
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ist. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Lage der Maxima und 
Minima bei den inneren Fransen dieselbe ist, wie wenn sie hervor- 
gebracht wären durch Interferenz von Strahlen , die von Punkten in 
den Rändern des Schirms ausgegangen sind. Hierauf beruht der 
erste, freilich unvollkommene Versuch, die Erscheinung, mit der wir 
uns beschäftigt haben, zu erklären, der von Thomas Voung gemacht 
worden ist. Von Fresnel rührt die Theorie her, welche soeben aus- 
einandergesetzt wurde. 



Achte Vorlesung. 

Intensität und PolarisatioDszustand des reflectirten und gebrochenen Lichtes. — 
Angabe einiger Erfahrungssätze. Die Fresnerschen Formeln. — Theoretische 
Ableitung dieser Erfahrungssätze. — Die Schwingungen des einfallenden Lichtes 
finden senkrecht zur Einfallsebene statt. Die Hypothesen von Fresnel und 
F. Neumann. — Das einfallende Licht schwingt in der Einfallsebene. — Theo- 
rie der totalen Reflexion für parallel und senkrecht zur Einfallsebene polari- 
sirtes Licht. — Das einfallende Licht ist in beliebigem Azimuth geradlinig po- 
larisirt. — Drehung der Polarisationsebene bei partieller Reflexion. — Intensität 
und Polarisationszustand des reflectirten Lichtes bei totaler Reflexion. Die 
FresnePschen Parallelepipede. 

§ 1- 

Wir haben uns mit der Reflexion und Brechung des Lichtes an 
der Grenze zweier verschiedenartigen Mittel bereits beschäftigt und 
einen Theil der hierfür geltenden Gesetze abgeleitet; wir haben 
nämlich die Richtungen der so entstehenden Strahlen und Wellen 
gefunden. In den darauf bezüglichen Rechnungen kamen aber ge- 
wisse Constanten vor, die wir ganz unbestimmt gelassen haben; dar- 
auf beruht es, dass wir bisher über die Intensität und den Polari- 
sationszustand des reflectirten und gebrochenen Lichtes Nichts haben 
ermitteln können. Wir wollen uns jetzt zu Betrachtungen wenden, 
die uus hierüber Aufschluss geben sollen; und zwar können wir 
diese auf den Fall beschränken, dass die Grenze der beiden Mittel 
und die einfallenden Lichtwellen ebene sind; sind nämlich unter dieser 
Voraussetzung die Grenzbedingungen für die Lichtbewegung gefunden, 
so lassen sie sich leicht so verallgemeinern, dass sie auch für eine 
krumme Grenzfläche und kugelförmige einfallende Wellen gelten. 

Fallen ebene Lichtwellen, also solche, die von einer unendlich 
weit entfernten Lichtquelle herkommen, auf die ebene Grenze zweier 
durchsichtigen Mittel, ßo bilden sich, wie wir wissen, ebene reflectirte 
und ebene gebrochene Wellen, deren Richtungen durch die Sätze be- 
stimmt sind, dass der reflectirte und der gebrochene Strahl, die zu 
einem einfallenden gehören, in der Einfallsebene liegen, dass der 
Reflexionswinkel dem Einfallswinkel gleich ist, und dass die Sinus 
des Einfallswinkels und des Brechungswinkels in dem Verhältniss der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten des Lichtes in den beiden Mitteln 



§ 1. Die Freanerachen Formeln. 135 

stehen. Es handelt sich nun darum, aus der Amplitude, dem Polari- 
sationszustand und der Phase der einfallenden Wellen die Amplitude, 
den Polarisationszustand und die Phase der reflectirten und der ge- 
brochenen Wellen zu finden. Wir wollen zuerst einige hierauf 
bezügliche Satze aussprechen, die als erfahrungsgemäss feststehend 
anzusehen sind, und dann die theoretischen Betrachtungen angeben, 
die diese Sätze abzuleiten und die genannte Aufgabe vollständig zu 
lösen erlauben. 

Bei der Besprechung der Licbtwellen in eifi,em homogenen 
Mittel wurde bereits das Princip der Zusammensetzung zweier Licht- 
hewegungen hervorgehoben, der Satz nämlich, dass, wenn man die Aus- 
drücke für die Componenten der Verrückung bei zwei möglichen 
Lichtbewegungen addirt, die erhaltenen Summen auch die Compo- 
nenten der Verrückung bei einer möglichen Lichtbewegung sind. 
Es folgte dieser Satz unmittelbar daraus, dass die Differential- 
gleichungen für die Componenten der Verrückung bei einer Licht- 
bewegung sämmtlich linear und homogen sind. Aus diesem Satze 
ergab sich, wie noch einmal erwähnt werden mag, der weitere, dass 
ebene Lichtwellen, die in irgend einer Richtung geradlinig oder 
elliptisch polarisirt sind, sich zerlegen lassen in zwei Wellensysteme, 
die nach irgend zwei auf einander und auf der Wellenebene senk- 
rechten Ebenen polarisirt sind. Hier, wo wir es mit Lichtbewegungen 
in zwei zusammenstossenden verschiedenartigen Mitteln zu thun haben, 
ist nun zuerst zu erwähnen, dass auch für diese das Princip der 
Zusammensetzung zweier Lichtbewegungen gilt. Es ist danach zu 
vermuthen, dass, wie die Differentialgleichungen, so auch die an der 
Grenze der beiden Mittel zu erfüllenden Bedingungen linear und 
homogen in Bezug auf die Componenten der Verrückung sein werden. 

Durch dieses Princip vereinfacht sich die vorliegende Aufgabe 
wesentlich : Nach demselben kaHii man nämlich, welches auch der Polari- 
sationszustand des einfallenden Lichtes sei, dieses zerlegen in eine 
„Componente", bei der die Schwingungen in der Einfallsebene ge- 
schehen, und eine, bei der die Schwingungen senkrecht zu dieser 
sind; ermittelt man für jede dieser Componenten das reflectirte und 
das gebrochene Licht, so findet man durch Zusammensetzung die voll- 
ständigen reflectirten imd gebrochenen Wellen. Man hat daher die 
Aufgabe allgemein gelöst, wenn dies für die zwei Fälle geschehen 
ist, dass die Schwingungen des einfallenden Lichtes in der Einfalls- 
ebene, und dass sie senkrecht zu dieser geschehen. Li jedem dieser 
Fälle lässt sich aber der Polarisationszustand des reflectirten und des 
gebrochenen Lichtes unmittelbar angeben: Wegen der Symmetrie, 
die in Bezug auf die Einfallsebene stattfindet, müssen nämlich bei 
allen drei Lichtmengen in dem einen Falle die Schwingungen in der 
Einfallsebene, in dem anderen senkrecht zu dieser stattfinden. 
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Was die Phasen anbelangt, so kann man als mit der Erfahrung 
im Einklänge annehmen, dass bei der Reflexion und Brechung bei 
durchsichtigen Mitteln keine Phasenänderung stattfindet, d. h. dass 
der einfallende, der reflectirte und der gebrochene Strahl in dem 
ihnen gemeinsamen Punkte der Grenzfläche dieselbe Phase besitzen. 
Der Fall der sogenannten totalen Reflexion^ für welchen die soeben 
gemachte Annahme nicht zutrifft, soll erst im § 5 dieser Vorlesung 
ausführlich behandelt und vorläufig von der Untersuchung aus- 
geschlossen werden. 

Es bleibt also nur noch die Frage nach den Amplituden der 
reflectirten und gebrochenen Wellen in den beiden unterschiedenen 
Fällen zu beantworten, und da diese nach dem Princip der Zusanmien- 
setzung zweier Lichtbewegungen der Amplitude des einfallenden 
Lichtes proportional sein müssen, so kann man die letztere ohne Be- 
einträchtigung der Allgemeinheit gleich Eins setzen. Wenn das ge- 
schieht, so ist nach Fresnel die Amplitude der reflectirten Wellen, 

wenn das einfallende Licht in der Einfallsebene polarisirt ist, 

I am(y — yp 
=i- 8m(y + g)0 

wenn es senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ist 

tg(y — yO 

WO (p den Einfallswinkel, fp' den Brechungswinkel bedeutet. 

Von der Polarisationsebene ist hier die Rede, die, wie schon am Anfange 
dieser Vorlesungen bemerkt wurde, nothwendig mit der Schwingungs- 
ebene zusammenfällt oder auf ihr senkrecht steht. Die Polarisations- 
ebene lässt sich in jedem Falle unzweideutig erkennen; man hat 
eben einer experimentell bestimmbaren Ebene diesen Namen bei- 
gelegt, während auf die Schwingungsebene nur durch theoretische Be- 
trachtungen geschlossen werden kann. Wie bald näher zu erörtern 
sein wird, kann man polarisirtes Licht erhalten, wenn mau so- 
genanntes natürliches Licht von einem Glasspiegel unter einem gewissen 
Winkel reflectiren lässt. Bei so entstandenem polarisirten Licht ist 
die Polarisationsebene conventioneller Festsetzung gemäss die Re- 
flexionsebene; ob die Schwingungsebene mit dieser zusammenfällt oder 
senkrecht auf ihr steht, wollen wir einstweilen unentschieden lassen. 

Endlich muss angeführt werden, dass die FresnePschen Aus- 
drücke für die Amplituden der reflectirten Wellen, sowie die Be- 
hauptung, dass keine Phasenänderung bei der Reflexion und Brechung 
stattfindet, sorgfältigen Messungen zufolge ganz genau richtig nicht 
sind. Doch sind die Abweichungen nur unbedeutend, und man kann 
wohl annehmen, dass sie ganz fehlen würden bei vollkommen durch- 
sichtigen Körpern, wie sie unsere theoretischen Betrachtungen voraus- 
setzen. 
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§2. 

Wir wollen nun suchen, die ausgesprochenen Sätze theoretisch 
abzuleiten. 

Die a;y-Ebene sei die Grenze der beiden Medien; für das erste, 
in dem das einfallende Lieht sich bewegt, sei z negativ, für das 
zweite positiv; auf das zweite Mittel beziehen wir gestrichene, auf 
das erst« ungestrichene Buchstaben. Nach der Hypothese, dass in Be- 
ziehung auf die Lichtbewegung der Aether sich wie ein elastischer 
fester Körper verhalt; auf dessen Theile keine anderen Kräfte wirken 
als die durch die relativen Verschiebungen hervorgerufenen, und der 
Annahme, dass die Lichtbewegungen transversale sind, haben wir dann 
für die Componenten der Verrückungen irgend einer Lichtbewegung 

für z < 

a*w K . 
dt* fi 



d'v K . 

— - = — Jv 

dt* f* 



(1) 



für z>0 



^ ' du . dv , dw « 



a«u' K'. . . 

-^^--V'"' (la) 

Ot* II 

Es bedeuten hier (vgl. L Vorlesung § 3 Nr. (1) und (2)) K und A" die 
Gonstanten der Elasticität, (i und ^i' die Dichtigkeit des Aethers in 
den beiden Mitteln. 

Es fragt sich, welches die Gleichungen sind, die überdies für 
z c= erfüllt werden müssen. Die nächstliegende Hypothese, die in 
Bezug hierauf gemacht werden kann, scheint die zu sein, dass die 
Aethermassen in den beiden Mitteln auch da, wo sie zusammenstossen, 
sich verhalten wie zwei feste elastische Körper, auf deren Theile 
keine anderen Kräfte wirken als die durch die relativen Verschiebungen 
erzeugten. Ist das der Fall, so muss 

f ür z = 

u=^ u t; «= v' w =^ w' (2) 

x = x; i^/=r; z, = z; (2a) 

sein, wenn wir die Druckcomponenten ebenso wie früher bezeichnen. 
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Wir wollen diese Hypothese zunächst in einem speciellen Falle 
verfolgen. Die Theile von u, v, w, die den einfallenden Wellen ent- 
sprechen, wollen wir durch u^, Vg, Wg bezeichnen, die den reflectirten 
entsprechenden durch Wr, Vr, w?r, so dass 

W = Wtf + Wr V =i Ve -{- Vr W = W^ -\' Wr (2b) 

ist; UyV'j w' sind unmittelbar die Componenten der Verrückung in den 
gebrochenen Wellen, welche allein in dem zweiten Mittel vorhanden sind. 
Nun nennen wir /, m, n die Cosinus einer Richtung, a«, ße, y« 
die einer anderen und setzen 

«, = a.8in(l'^- +7 + "^ -j,)2;r 

.. = |8,3in( ^" + 7 + "^ -j.)2^ (3) 

(Ix •\' my '\- nz *^o-- 

— X jj 2ä , 

dann genügen t/^, r«, We den für t/, t;, w aufgestellten Differential- 
gleichungen (1), wenn 

und '^ (4) 

«*/ + ßefn + Yen = 
ist; das einfallende Licht besteht dann aus ebenen Wellen, deren 
Normalen die Richtung (/, m, n), deren Verrückungen die Richtung 
{aey ße, ye) habcu ; die Amplitude derselben ist gleich Eins. 

Wir setzen femer, indem wir «r, ßr, yr die Cosinus einer neuen 
Richtung nennen, 

Ur = Ä«..8m (i ^ + 7-*" - 1) 2 « 

.. = Ä/J. Bin {}^±m^L _ ^) 2 n (3a) 

m;,. « Äy^ sm \ — ^^—^ f J 2ä; 

den Differentialgleichungen für t/, v^ w wird dann auch durch Ur, t^D t^r> 
mithin auch durch Ue + «r; Ve + Vr; w;« + Wr genügt, wenn 

ttrl + ßrfn — yrW =» 

ist. R ist dann die Amplitude der reflectirten Wellen. 
Endlich machen wir 

u' =. Da- 8ix>( ''^ + "*;y + * Lf _ I) 2;r 

»' = D^' sin f>-+-«';y-+:!Lf _ I) 2;r (3b) 

w =Dy mi\ — ^ y ^ yj 2;r, 

wo «', /}', y' und /' /n' n' die Cosinus zweier neuen Richtungen sind, 
für die 
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ar + ß'm' + y'n=0 






ist. Damit den DiflFerentialgleichungen (la) genügt 
noch 

sein. Ausserdem setzen wir 


werde, 


muss dann 
(4a) 






(4b) 



dann wird, unserer vorher ausgesprochenen Hypothese gemäss, die 
Phase d' aller drei Wellensysteme in einem beliebigen Punkte der 
Grenzfläche z «=» dieselbe, nämlich 

^ = (?£+J!^_^)2«=.(?:^J?-|)2«, (4c) 

und es reduciren sich die für die Grenzfläche zu erfüllenden Glei- 
chungen (2) und (2 a) auf solche zwischen den eingeführten Con- 
stanten, üeberhaupt tritt in irgend einer für z «= zu erfüllenden 
Gleichung, die in Bezug auf die Verrückungen selbst homogen ist, 
eine Potenz des Sinus dieser Phase, in einer Gleichung, die in Be- 
zug auf die ersten DifFerentialquotienten der Yerrückungen homogen 
ist, eine Potenz des Cosinus der Phase als Faktor auf und kann fort- 
gelassen werden. 

Man überzeugt sich leicht, dass durch die aufgestellten Glei- 
chungen (3), (3a), (3b) in Verbindung mit (4b) die im Anfang dieser 
Vorlesung erwähnten Gesetze für die Richtung der reflectirten und 
gebrochenen Wellen ausgesprochen sind. 

§3. 

Der specielle Fall, den wir zuerst untersuchen wollen, ist nun 
der, dafs das einfallende Licht, also auch das reflectirte und das ge- 
brochene, senkrecht zur Einfallsebene schwingen. Wir wollen dabei 
die xz-Ehene zur Einfallsebene wählen; dann sind die sämmtlichen 
Componenten u und w gleich Null, da die Verrückungen parallel der 
y-Achse geschehen, und dasselbe gilt von den Richtungscosinus m 
und m\ da die Wellennormale auf der y- Achse senkrecht steht; be- 
stimmt man also die positive Richtung der x- Achse so, dass der 
Winkel zwischen ihr und den einfallenden Strahlen spitz ist, so kann 
man setzen 

/ = sing?, n = cosg? 
und 

/'= sin 9?', n'= cos g?', 

wo wieder <p der Einfallswinkel, g?' der Brechungswinkel ist. Die 
Ausdrücke (3), (3 a) und (3 b) für die Grössen v werden daher in 
diesem Falle 
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(X sin q> 4- e COB q> t\ ^ 
^ ^ — ^) 2% 

y^^R sin ( ^Bi"y-^co8y _ 1^ 2;r (5) 

und aus (4 b) ergiebt sich 



Bin qp Bin qp 



(5a) 



Die ersten drei der für z = geltenden Bedingungen (2) geben 
die eine Gleichung 

l + Ä-i>; (6) 

um die drei anderen Grenzbedingungen in (2 a) zu bilden, müssen wir 
uns daran erinnern; dass, wie sich aus (1) der ersten Vorlesung ergiebt^ 

gesetzt werden kann, da 

du , dv , dv> o 

* = äi + äi? + äl == " 

und 

ist. In unserem Falle reduciren sich daher die drei Bedingungen (2 a) 
auf die eine 

d. h. auf die Gleichung 

welche sich wegen (5 a) auch folgendermassen schreiben lässt 

cog9.j_ , ,0089;^ (6a) 

Bin <p ^ ^ Bin (p ^ '^ 

Ersetzt man endlich in dieser Gleichung K und E' mit Hülfe von 
(4) und (4 a) durch ^ und ^\ so geht sie über in 

fi sin 9? cos (p (l — B) =^ fi' sin g?' cos 9?' D. (6b) 

Aus den beiden Gleichungen (6 a) und (6 b) zwischen R und D er- 
giebt sich aber in Verbindung mit (6) 

1 — B K* coa <p* ain y (i' cosy^BÜiy^ 
1 •{- H K 008 qp sin <p ' ffc COB <p sin 9 
und daraus 
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P K cos <p ÄVLtp' — K* cos (p' sin qp 
JT cos 9 sin <jp' + -K"' co« 9' sin 9 
fi COB <p sin qp — jii ' cos <)p ' sin <p ' 
(LI cos <p sin 9 -f' f^ c^s <p sin 9 ' 

Vergleicht man den so erhaltenen Werth von R mit den beiden 
FresneFschen Ausdrücken 

^sini5^-^ und +-^(^^ 
— sin (9 + <jp ) — tg (y + 9 ) 

fär die Amplitude des reflectirten Lichtes in den Fällen, dass die ein- 
fallenden Wellen in der Einfallsebene oder senkrecht zu ihr polari- 
sirt sind, so kommt man zu dem merkwürdigen Resultate, dass er 
mit dem einen oder mit dem andern übereinstimmt, je nachdem man 

Kr^K' oder ft — ft' 
nimmt. In der That wird für K ^ K' 

j. _ sinjy^^') 

sin(9-h90' 
für fi «>fi 

R gin 2y — sin 2y^ 
sin 2<p -{-sin 2<p' ' 
oder, da 

sin 2^ — sin 2^' ■= 2 cos (g? + 9>') sin (9? — g?') 
sin 2g? + sin 2^' «■ 2 cos (g> — 9') sin (g? + g?') 

Man muss hiemach entweder annehmen , 

dass die Lichtschwingungen senkrecht zur Polarisations- 
ebene geschehen, und dass die Elasticität des Aethers in 
allen durchsichtigen Mitteln gleich ist, 
oder 

dass die Schwingungen in der Polarisationsebene stattfinden, 
und dass die Dichtigkeit ^ des Aethers überall dieselbe ist. 
Die erste Annahme hat Fresnel y die zweite hat F. Neumann zuerst 
gemacht. 

Die FresneFsche Annahme ist aber nicht vertraglich mit der Hypo- 
these, welche wir an die Spitze unserer optischen Betrachtungen 
stellten und die sich durch ihre nicht zu übertreffende Einfachheit 
empfiehlt, mit der Hypothese nämlich, dass der Aether in den durch- 
sichtigen Mitteln in Bezug auf die Lichtbewegung sich verhält wie 
ein elastischer fester Körper, auf dessen Theile keine anderen Erafte 
wirken, als die durch die relativen Verschiebungen erzeugten. Lässt 
man nämlich diese Hypothese auch gelten für die doppelt brechenden 
Erystalle, so kann man die optischen Erscheinungen, die diese dar- 
bieten und mit denen wir uns später zu beschäftigen haben werden, 
nicht anders erklären, als durch die Annahme, dass der Aether in 



■^ 
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ihnen in verschiedenen Richtungen eine verschiedene £lasticitat be- 
sitzt. (Die Annahme, dass die Dichtigkeit in verschiedenen Rich- 
tungen verschieden sei, wäre sinnlos, da in dem Begriff der Dichtigkeit, 
d. i. der in der Volumeneinheit befindliche Masse, der Begriff der 
Richtung gar nicht vorkommt.) Wenn man nun annimmt, dass schon 
in einem Erjstall der Aether in verschiedenen Richtungen verschie- 
dene Elasticitat besitzt, so kann man nicht gut voraussetzen, dass 
diese in sämmtlichen isotropen Korpern dieselbe ist. Es bleibt 
hiemach nur die Neumann'sche Annahme übrig, nach der die 
Schwingungen in der Polarisationsebene geschehen und die Dichtig* 
keit des Aethers überall dieselbe ist. Ihr zufolge können wir, um die 
Zahl der Zeichen zu verkleinern, 

setzen. 

§4. 

Wir haben die aufgestellten Hypothesen in dem Falle verfolgt, 
dass das einfallende Licht senkrecht zur Einfallsebene schwingt. 
Wollen wir sie anwenden auf irgei^d einen anderen Fall, z. B. den, 
dass die Schwingungen in der Einfallsebene stattfinden, so stossen 
wir auf einen Widerspruch: Wir erhalten mehr für z = zu erfüllende 
Gleichungen, als wir Constanten zu unserer Verfügung haben. 
Diesen Widerspruch können wir heben, wenn wir die Voraussetzung 
fallen lassen, dass wir es ausschliesslich mit transversalen Schwing- 
ungen zu thun haben, und neben den reflectirten und gebrochenen 
transversalen Wellen auch refiectirte und gebrochene Jongitudinale in 
die Rechnung einführen. Die beiden Amplituden derselben vervoll- 
standigen nämlich dann die Zahl der Constanten, die nöthig sind, um 
die aufgestellten Grenzbedingungen zu erfüllen. Aber, wenn solche 
longitudinalen Wellen vorhanden wären, so müssten sie sich in irgend 
einer Weise bemerkbar machen, und dies ist nicht der Fall. Freilich 
könnte ihre Intensität unmessbar klein ßein gegen die Intensität der 
transversalen Wellen, wenn die Zusammendrückbarkeit des Aethers un- 
endlich gering wäre. Aber unter dieser Annahme, wie unter der Vor- 
aussetzung einer endlichen Zusammendrückbarkeitdes Aethers kommt 
man zu Ausdrücken für die Amplituden der reflectirten Lichtwellen, 
die mit den Fresnerschen auch nicht in roher Annäherung überein- 
stimmen. Es ist daher der Fehler unserer Hypothese an einer andern 
Stelle, und zwar in den Grenzbedingungen, zu suchen. Wir werden 
daher diese verändern, aber so^ dass sie in dem Falle, in dem wir auf 
keinen Widerspruch gekommen sind, in dem Falle also, dass die 
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene geschehen, keine Aende- 
rung erleiden, dass mithin die Schlüsse, die wir an die Discussion 
dieses Falles geknüpft haben, ihre Gültigkeit behalten. 
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Danach haben wir anzunehmen, dass die Elasticitat des Aethers 
in den verschiedenen durchsichtigen Mitteln eine verschiedene ist; im 
Glase z. B. eine andere als im leeren Räume. Wir sind nicht im Stande, 
uns eine klare Vorstellung darüber zu bilden, wie die Äenderung der 
Elasticitat des Aethers im Glase bewirkt ist, doch werden wir sagen 
können, dass sie eine Folge von Kräften ist, welche die Theile der 
wägbaren Materie auf die Aethertheile ausüben. Wenn nun solche 
Kräfte vorhanden sind, so werden sie einen direcien Einfluss aus- 
üben müssen auf Bewegungen der Aethertheile an der Grenze des 
Glases, die dieser nicht parallel sind, wenn sie auch im Innern des 
Glases nur einen indirecten Einfluss insofern haben, als hier die Elasti- 
citat des Aethers durch sie geändert ist. Mit der directen Wirkung 
dieser Ejräfte an der Oberfläche imd im Inneren wird es sich ähn- 
lich verhalten, wie mit derjenigen der Capillarkräfte , die auch nur 
an der Oberfläche der Flüssigkeiten von Einfluss sind^ im Innern sich 
aufheben. Diese Ueberlegung führt zu dem Schlüsse, dass die DiSerenzen 

nicht gleich Kuli sind, sondern Werthe haben, die bedingt sind durch 
die Klüfte, welche die wägbaren Theile auf die Aethertheile ausüben. 
Wir wollen von diesen Kräften annehmen, dass sie die longitudinalen 
Wellen, die ohne sie entstehen müssten, verhindern, und daib die Ar- 
beit, die sie leisten, gleich Null ist. Dieses Princip wird gewöhnlich *) 
dahin formulirt, dass die lebendige Kraft des einfallenden Lichtes 
gleich ist der Summe der lebendigen Kräfte des reflectirten und des 
gebrochenen Lichtes. Wenn man diese Ausdrücke passend inter- 
pretirt, so lässt sich aus der Beziehung, die allgemein zwischen Arbeit 
und lebendiger Sjraft besteht, leicht nachweisen, dass dieses Princip 
gleichbedeutend mit dem hier aufgestellten ist. 

Wir wollen dasselbe nun analytisch ausdrücken, indem wir die 
Bedingungen, dass f ür z «» 

ist, beibehalten. Die Arbeit, die verschwinden soll, ist die von den 
Druckkrftften 

Äz ^tt *z — •« «; Zz Zz 

geleistete; bezogen auf das Zeitelement dt und das Flächenelement 
dxdy, ist dieselbe 

d/dxrfy (ff (jr/-j:.) + |f (!','- n) + |f(z/-z.)). 

Dieser Ausdruck für die Arbeit ist eine homogene Function der 
zweiten Dimension der Differentialquotienten der Yerrückungscompo- 
nenten mit constauten Goefficienten. Berücksichtigt man also die Form 

•) Vgl, P. Neumann, Abhandlungen der Berliner Akademie der Wiasen- 
schaften v. J. 1835. 
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dieser Gomponenten, sowie die am Ende des § 2 gemachte Bemerkung, 
so erkennt man, dass sich die Gleichung, welche ausdrückt, dass diese 
Arbeit verschwindet, in der Form schreiben lässt 
dtdxdy cos^-^. C = 0, 

wo ^ die in (4 c) gegebene Bedeutung hat, und C eine constante, von 
Xy y, t unabhängige Grösse ist, d. h. die zu erfüllende Bedingung wird 

C = 0. 
Wir können dieselbe auch schreiben 

u{X.' -^ Ä,) + v{Y.' - Y,) + w{Z,' -^ Z.) = 0, (7) 

da nach der Bemerkung, die wir eben über die Form von m, v, w ge- 
macht haben, 

du 2« 008^ ^ü %n 008^ dw 2« cos ^ 

äF"" ^^ T ßin-a-' a* ™ ^T^in^^dt"^ *^ T sin d 

ist. Dabei haben wir wegen (f = und d' «= 

ZU setzen; die Gleichung (7) geht somit in die folgende über 

rrf dw du t ^^ dv t du du . dv dv\ 

Diese Gleichung ist in Bezug auf die Verrückungen und deren 
Differentialquotienten vom zweiten Grade, sie scheint also dem Prin- 
cipe von der Zusammensetzung zweier Lichtbewegungen zu wider- 
sprechen. Der Widerspruch ist aber nur ein scheinbarer, da, wie wir 
zeigen wollen, die Gleichung sich durch eine lineare ersetzen lässt. 
Es ist nämlich 

/ dw' , du' n, 1 f dw' , dv* ^ /qn 

da die Verhältnisse u' :v' : w' von x und y unabhängig sind; es ver- 
schwinden also auch die Grössen 

dto du j dw dv .o \ 

da an der ganzen Grenzfläche w = t/', v = v\ lo =^ w' ist. In Folge 
dessen lässt sich die obige Gleichung schreiben 

Ä'),,(|H_f!^)+„(a£_|!?)|„A''l«'(^-|^)+.'(|^'-^'-<)j; 
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ersetzt man endlich in dieser Relation u, v durch u% v% so geht sie 
über in eine andere^ welche folgendermassen geschrieben werden kann 

uA + v'B'^O, (9) 

wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. 

Die Gleichung (9) zwischen A und B woUen wir nun mit einer 
zweiten zwischen diesen Ausdrücken bestehenden Relation verbinden, 
welche sich leicht aus den Differentialgleichungen für die Yer- 
rückungen, sowie aus den für diese bestehenden Grenzbedingungen (2) 
ergiebt. Die Gleichung 



dt 
kann wegen ^ «» in die Form 

at« ^ ^ \dx \dx dt) '^ dy\dy de)) 
gesetzt werden; ebenso hat man 

ytg^ ^/ [d_(dw;^ __ au^\ i l./"^ _ ^i.\\ 

at« "^^ \dx\dx dg)'^dy\dy dz))* 

Da nun innerhalb der Grenzfläche w^^w' ist^ so müssen die rechten 
Seiten dieser Gleichungen für z —» einander gleich sein, und hier- 
aus ergiebt sich 

dA , dB^ ^ 

dx '^ dy 

Denken wir uns hier für A und B ihre Werthe, und für die Ver- 
rückungen ihre mit sin d' proportionalen Ausdrücke gesetzt, so sehen 
wir, dass diese Relation in einer der beiden Formen 

lA +mB =0, 
oder 

rA + m'B=0 (9b) 

geschrieben werden kann. 

Die beiden Gleichungen (9) und (9 b) können aber nur dann 
zusammen bestelflen, wenn 

A'^O und B = 
ist, es sei denn, dass 

um' — v'r = 0, 

oder, bei Berücksichtigung von (3b), dass 

Kirohhofr, Optik. 10 
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ist. Dieser Fall kann eintreten: Denken wir ons eine Gerade, die 
senkrecht steht zu den beiden auf einander normalen Richtungen 
(/', niy n) und («', ß', /), so ist der Cosinus des Winkels, den diese 
mit der z-Achse bildet, gleich +(«'/»' — /J'O» ^^^ Ausnahme- 
fall tritt also ein, wenn diese Gerade senkrecht zur z- Achse 
steht, d. h. wenn die durch den gebrochenen Strahl und seine 
Schwingungsrichtung gelegte Ebene die z -Achse enthält. Es ge- 
schehen dann also beim gebrochenen, mithin auch beim einfallenden 
Lichte, die Schwingungen in der Einfallsebene. Für diesen Fall 
ist der Schluss, dass A und B gleich Null sind, nicht unmittelbar 
gerechtfertigt. Aber wir kpnnen ihn als einen Grenzfall ansehen: 
Da nämlich bei einer noch so kleinen Abweichung von ihm A und B 
verschwinden, und diese Grossen nicht sprungweise ihre Werthe 
ändern können, so müssen sie auch in dem Grenzfalle gleich 
Null sein. 

So haben wir ganz allgemein statt der einen quadratischen Grenz- 
bedingung (7) die beiden linearen 

„, (dwi^ ____ du\ _ „/aw _ au\ 

gefunden, von denen jedoch die eine eine Folge der anderen bei Bück- 
sicht auf die übrigen Bedingungen ist. Sie sprechen aus, dass die 
Componenten der Drehung nach den Achsen der x und der y in den 
beiden Mitteln sich \pugekehrt wie die (konstanten der Elasticität K 
und K' verhalten. Die Drehungscomponenten nach der z -Achse 

|!L _ I?: . und f^ - t^ 

dy dx dy ox 

sind einander gleich, wie aus den für die Grenzfläche geltenden Glei- 
chungen ti' = ti, v' «= t; folgt. 

Die Ausdrücke für die Differenzen der Druckcomponenten gehen 
bei Berücksichtigung der Gleichungen (10) über in 

Y:-r,^2{K-K')^^ (11) 

man sieht daher, dass, falls die Yerrückungen w gleich Null 
sind, d. h. falls das Licht senkrecht zur Einfallsebene schwingt, 

X, =» Xf, X, c= J,, Zt ^ Zt 

wird; in diesem Falle stimmen also, wie es sein sollte, die neuen 
Grenzbedingungen mit den zuerst angenommenen überein. 
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Behandeln wir jetzt den zweiten Hauptfall, den, dass das 
Licht in der Einfallsebene schwingt. Nehmen wir diese letztere auch 
hier zur a;r- Ebene, so werden die sämmtlichen Verrückungen v 
gleich Null, und dasselbe gilt von m und m'] sind also wieder (p und 
(p' der Einfallswinkel und der Brechungswinkel, und setzen wir die 
Amplitude des einfallenden Lichtes gleich Eins, so gehen die Glei- 
chungen (3) für diesen Fall über in 

. /o; sin (p 4- j? cos op t\c% 

cos 9? sin ^^ ^^"Y — -f)2jt 

. /x sin qp + j5 cos q> t\c% 

— sm9?sm(^ 213: ^ — -^)2jc. 

Die Ausdrücke (3 a) und (3 b) werden hier 



t/* 



U)e 



Ur'^ R cos 9> sin ^- 



sm qp — z cos 



^ - T> 



wr= R Bin 9 sin (£«?JL^££?L? _ ^)2« 

und 

/ T\ f * /x sin o) ' + Ä cos q>' t \ ^-x 

U t^ Dc08(p Sin^— ^ ^^^r ^ t) 

, n ' / . /a: sin Qp' + £f COS qp' t \ c% 

w = — 2> sm g? sm y ^^—^, ^ — -^) 2«, 

wo (p und (p' wie vorher durch die Gleichung (5a) mit einander ver- 
bunden sind. 

Die drei ersten Grenzbedingungen (2) liefern hier die beiden 
Gleichungen 

(1 -f- Ä) cos g? = 2> cos (p' ..^. 

(1 — Ä) sin g? = Z> sin g?'. 

Von den beiden letzten Bedingungen (10) wird die zweite identisch 
erfüllt, die erste giebt 

wird also, da 

iC ^^ sin'y 
K' A'« "* sin«<p'' 

ist, identisch mit der aus w =* tv' sich ergebenden. Aus den Glei- 
chungen (12), die somit allein für R und D gelten, erhält man 
endlich 



D'. 



Bin (qp + 9^ ' 



(12a) 



sin (qp -|- qp') ^ 

in Uebereinstimmung mit dem FresneFschen Ausdruck für die Re- 
flexion des in der Einfallsebene polarisirten Lichtes. 

§5. 

Wir haben die FresneFschen Formeln für die Amplituden der 
reflectirten Wellen, die erfahrungsmässig sehr nahe richtig sind, als 

10* 
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Prüfstein unserer Theorie benutzt. Diese Formeln beziehen sich aus- 
schliesslich auf den Fall der sogenannten partiellen Reflexion; auf den 
Fall nämlich; dass (p' reell ist, dass also gebrochene Strahlen zu Stande 
kommen. Es kann aber <p\ nach dem Snell'schen Brechungsgesetze be- 
rechnet; auch complex werden; das findet statt; wenn die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im zweiten Mittel grösser ist als 
im ersteu, wenU; wie man sagt, das zweite Mittel im optischen Sinne 
weniger dicht als das erste ist, und wenn (p eine gewisse Grenze über- 
schreitet; dann wird nach (5a) sin <p' grosser als EinS; es bilden sich 
also keine gebrochenen Strahlen, es tritt totale Reflexion ein. Auch 
diesen Fall können wir nun nach unserer Theorie behandeln; die Diffe- 
rentialgleichungen und Grenzbedingungen für die Verrückungen er- 
lauben, alle Fragen; die in Bezug auf die totale Reflexion gestellt 
werden können; zu beantworten. 

Auch hier genügt eS; die Fälle zu untersuchen, dass das ein- 
fallende, also auch das reflectirte und gebrochene Licht in der Ein- 
fallsebene oder senJcrecfU zu ihr polarisirt ist Wir betrachten zunächst 
den zweiten Fall. Ist die Einfallsebene wieder die a;2r-Ebene, so sind 
alle Componenten u und w gleich Null; und wir können setzen 

(X Bin m + z COB <p t \ o_ 

— X ~ ir) 

r> . j/ic sin qp — jer 008 cp t \ o_ i *( 

v,. «« Ä sm J^ 2l__ ^ _ _J2« + d]. 

Die Einführung der Constanten d in dem Ausdrucke von Vr kann 
man zunächst folgendermassen durch die Erfahrung motiyiren: 
Während bei der partiellen Reflexion durch geradlinig polarisirtes 
einfallendes Licht stets geradlinig polarisirte reflectirte Wellen er- 
zeugt werden , erhält man bei totaler Reflexion aus geradlinig pola- 
risirtem Lichte im Allgemeinen elliptisch polarisirtes; dies kann aber 
nur dann geschehen, wenn in den beiden Hauptfällen eine Phasen- 
äuderung eintritt. Andererseits werden wir zeigen, dass nur bei Ein- 
führung dieser Verzögerung den vorher aufgestellten Differential- 
gleichungen und Grenzbedingungen auch in diesem Falle genügt 
werden kann. 

Was endlich die Verrückungscomponente v' im zweiten Mittel 
betrifft; so muss auch sie von y unabhängig sein und der Differential- 
gleichung (la), d. h. in diesem Falle der Gleichung 

genügen; dies geschieht durch den Ausdruck 

,■ ^ De'^"^ sin \(^^ - l)2n + d'\, 
wo cos g?' aus dem Werthe von sin 9?' zu berechnen, wo also 
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cos tp' ,/~^^~ö — ' 1 

y^J = /8in2 (p — 1 

reell ist. Es soll hier für ^^ das positive Vorzeichen gewählt 

werden; dann verschwindet v' für Werthe von z, die gross gegen die 
Wellenlange A' sind. 

Die f ür z «= und für alle Werthe der Zeit zu erfüllende erste 
Bedingung 

liefert nun zunächst die beiden Gleichungen 

1 + Ä cos * = Z? cos d' (14a) 

Ä sin * = i? sin r. (14 b) 

Die beiden letzten Grenzbedingungen (10) reduciren sich hier auf 
die eine 






d. h. auf die Gleichung 



sm>^ = sm2 9,^ ^, 
und hieraus ergeben sich die beiden weiteren Relationen 

sin 9 cos 9? (1 — R cos tf ) = — sin g?' -77=- ^ sin 8' (15a) 

— sin ip cos (p R Bind = sin g?' j^=- ^ cos d\ (15b) 

Dividirt man nun das Product von (14a) und (15a) durch dasjenige aus 
(14b) und (15b), so kommt 

1 — iyco8«a . 

d.h. R^ = l, oder 

Ä = l, 

wenn man d Werthe zwischen — ä und + ä annehmen lässt; die 
Amplitude der reäectirten Wellen ist sonach gleich derjenigen des 
einfallenden Lichtes. Die Division von (15a) durch (14b) oder von 
(15b) durch (14a) ergibt dann weiter 

, COB(p* 

^i__!Z.HI. (■") 

^2 am 9 CO8 (p 

Es ist unwichtig; die Grössen 2> und d' zu berechnen, da diese sich 
nicht ex|)erimentell bestimmen lassen. 

Nun schwinge das einfallende Licht, also auch das reflectirte und 
das gebrochene, in der Einfallsebene, und es sei wieder 
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Ug «a COS (p sin [^ ^^ ^ — ^) 2% 

. /n; sin o) + 5 cos o) t\c% 
m;, = — Sin g) Sin ^^ ^^ ^ — yj 2%. 

Dann erhält mai^ für tir und u^r die Ausdrücke 

n J/ä sin g> — 5 cos g> *\o i i>( 

Ur^^ B COS g) sm {(^ — ^ — ^ — ^j 23r + *} 

. . (/« sin 9 — x; cos op * \ ^ . J 
Wr = B 8m (p sm ^ ^ ^ _ — ^ 2ä + *} ; 

ti' und w' endlich müssen den Gleichungen 

au' , aw' ^ 

"aF + -ä7 = ^ 

genügen und Yon y unabhängig sein; dies geschieht, wenn wir setzen 
cos tp' 



» oot<p' 



_« 001 y 

w'=D sin g>'e~ ^ *V^ cos |(^"^' - ^) 2« + *'(• 
Die Gleichungen u^^^ u, w = w' für z —= geben hier 
cos (p (l -^ B cos d) = pL?- Z> cos d' 

cos cp Ä sin (J = ^^L?- /> sin *' 

sin g) (1 — B cos d) = sin 9' /> sin d' 
sin q> B sind CSS sin 9' /> cos d\ 

Die beiden letzten Grenzbedingungen (10) werden dann von selbst 
erfüllt; in der That ist die zweite eine Identität^ während sich die 
erste auf 

sin <p (cos d" — Ä cos (d* + d)) -= /> sin g)' sin {9 + i'), 
reducirty wenn wieder zur Abkürzung 

gesetzt wird, und diese Gleichung ist in den beiden letzten der vier 
oben aufgestellten Relationen enthalten. Aus letzteren ergibt sich 
wieder Ä^ = 1 , d. h. 

Ä=l 
und 

. d sin Gp ' cos q> 

*« 2 = T^s^- (16a) 



rp 


= 


sin (qp - <p ) 


sin (9 + 9)') 


d. 


= 


sin 29 


sin (9) + 9)')' 


ä. 




n 1 r.\ ^*'*\ 
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§6. 

Wir wollen jetzt aus den Fresnerschen Formeln einige nahe 
liegende Schlüsse ziehen. Die Amplitude der einfallenden Wellen 
wollen wir wie vorhin gleich Eins setzen, die der reflectirten gleich 
Ts oder Tpy je nachdem das Licht senkrecht oder parallel zur Ein- 
fallsebene polarisirt ist, und durch ds und d^ die Amplituden der 
durchgegangenen Strahlen in diesen beiden Fällen bezeichnen. Dann ist 

^ tg(<p — y^) 
' tg (9 + 9') 

und 

j 2 sin 2^7 j om ^y (\n\ 

' sin 29 + sin 29' "p "^ «in r« 4- «'P K}-^) 

oder auch nach (6) und (12) 

Die Amplituden r, und r^ können positiv oder negativ sein ; um die 
Bedeutung des Vorzeichens zu erkennen, muss man zu den früher 
aufgestellten Bewegungsgleichungen für das reflectirte Licht zurück- 
gehen. Eine Veränderung der Phase findet weder bei der Reflexion 
noch bei der Brechung statt 

Das gilt für den Fall der partiellen Reflexion. Bei der totalen 
Reflexion ist die Amplitude des reflectirten Lichtes immer der des 
einfallenden gleich, aber es findet eine Veränderuug der Phase statt; 
heisst diese 8, oder dp, je nachdem das Licht senkrecht oder parallel 
zur Einfallsebene polarisirt ist, so ist nach (16) und (16a) 

, cos w 
smg) _. ^ . , 

tg^ .--^^-, tgl^ = ^^5JE_5213;. (17a) 

^ 2 sin o) cos 0) ' ® 2 . COS <p ^ ' 

Wenn nun das einfallende Licht die Amplitude Eins hat und im 
Azimuth a polarisirt ist^ d. h. wenn seine Polarisationsebene den 
Winkel a mit der Einfallsebene bildet, so kann man es zerlegen in zwei 
Componenten, deren Amplituden cos a und sin a sind, und von denen 
die erste in der Einfallsebene, die zweite senkrecht zu ihr polari- 
sirt ist. Jede von diesen liefert eine Componente des reflectirten 
und bei der partiellen Reflexion auch eine des gebrochenen Strahles, 
die wie sie parallel oder senkrecht zur Einfallsebene polarisirt isi 

Im Falle der partiellen Reflexion haben weder die beiden Com- 
ponenten des reflectirten, noch die des gebrochenen Lichtes eine 
relative Verzögerung, beide Strahlen sind daher geradlinig polarisirt. 
Die Amplituden der . Componenten des reflectirten Strahles sind 
Tp cos a und r, sin a ; 

aus ihnen kann mit Hülfe. der Ergebnisse des § 5 der ersten Vor- 
lesung unmittelbar die Amplitude r und das Polarisationsazimuth ß 
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des reflectirten Lichtes gefuuden werden, uud zwar erhält man für 
sie die Gleichungen 



r = l/r»2 cos^ a + r^^ sin^ a 

(18) 
tg^ = tga^. . 

Ebenso ergeben sich aus den Amplituden der Componenten des ge- 
brochenen Strahles 

dp cos a und dg sin a^ 

für die Amplitude d und das Polarisationsazimuth y des gebrochenen 
Lichtes die Ausdrücke 



d = }/dp'^ ßos^ a + d^ sin'^ a 
tgy^tgagi. 

Im Allgemeinen stimmen hiernach ß und )/ nicht mit a überein; bei der 
Reflexion und Brechung findet also eine Drehung der Polarisationsebene 
statt. 

Aus diesen Resultaten wollen wir jetzt einige Folgerungen für 
die partielle Reflexion ableiten. Der reflectirte Strahl kann ver- 
schwinden. Das findet für ein beliebiges Polarisationsazimuth statt^ 
wenn 9 = 9', d. h. wenn das zweite Mittel im optischen Sinne 
ebenso dicht ist^ wie das erste; es tritt dieser Fall aber auch ein^ 
wenn das einfallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt und 

9) + 9,'-| (19) 

ist; bei diesem Einfallswinkel wird nämlich 

Aus (19) und aus der Gleichung 

sin 9 = p sin 9 = n sm 9 

wo also n das Brechungsverhältniss für die beiden Mittel ist, ergiebt 
sich für diesen Winkel, welcher aus einem sogleich anzugebenden 
Grunde Polarisationswinkel genannt wird, die Gleichung 

tg9 = n. (19a) 

Das natürliche Licht konnte als polarisirtes angesehen werden, 
dessen Polarisationsebene sich sehr schnell dreht, dessen Azimuth a 
also in unmessbar kleinen Zeiträumen alle Werthe zwischen und 2n 
durchläuft, so jedoch, dass kein Werth über einen anderen überwiegt 
Ist also das einfallende Licht natürliches von der Intensität Eins, 
so ändert sich nach (18) auch die Ampliti^de r des reflectirten Lichtes 
sehr schnell, und die vom Auge wahrgenommene Intensität ist daher 



¥ 
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2n in 



V'^da = ^ Cda {rp^ cos^ a + r,' sin« «) = | (''p^ + ^*'). 



Das reflectirte Lacht ist im Allgemeinen auch nicht polarisirt^ 
wenn das einfallende natürliches war^ da die durch den Wertb von ß 
bestimmte Schwingungsebene im Allgemeinen mit a variirt; nur in 
dem Falle ist ß stets constant und zwar gleich Null, wenn r, gleich 
Null, d. h. wenn der Einfallswinkel dem Polarisationswinkel gleich 
ist. Fällt also natürliches Licht unter dem Polarisationswinkel auf, 
so sind die reflectirten Wellen stets in der Einfalisebene polarisirt. Diese 
Eigenschaft des Polarisationswinkels rechtfertigt den ihm beigelegten 
Namen, und sie führte Brewster zuerst auf experimentellem Wege 
zur Auffindung desselben. Das sogenannte Brewster' sehe Gesetz ist 
gleichbedeutend mit dem aus (19) sich ergebenden Satz, dass der 
Polarisationswinkel derjenige Einfallswinkel ist, für welchen der re- 
flectirte Strahl auf dem gebrochenen senkrecht steht. 

Ist der Einfallswinkel; also auch der Brechungswinkel, unendlich 
klein, so ist 

V — <p' 1 — n 
P 9 + 9 l + n' 

bei nahe senkrechtem Auffalle ist also die Intensität des reflectirten 
Lichtes, welches auch der Polarisationszustand des einfallenden sein 
möge. 



(^r^J 



Da dieser Ausdruck ungeändert bleibt, wenn man n mit seinem reci- 
proken Werthe vertauscht, so ergiebt sich, dass es hinsichtlich der 
Intensität des reflectirten Lichtes bei kleinem Einfallsvrinkel gleich- 
giltig ist, von welcher Seite der Grenzflache das Licht einfallt. 
Für den Uebergang von Luft in Glas ist das Brechungsverhältniss 
n nahe Y,? ^^^ Intensität des reflectirten Lichtes also nur etwa 7^5 
von derjenigen des einfallenden. 

Bei der totalen Reflexion sind, wenn das einfallende Licht im 
Azimuth a polarisirt ist und die Amplitude Eins besitzt, die Ampli- 
tuden der Componenten des reflectirten Strahles 

cos a und sin a; 

dieselben besitzen aber einen Phasenuuterschied, infolgedessen hat der 
reflectirte Strahl immer die Intensität Eins, ist aber im Allgemeinen 
elliptisch polarisirt. 

Der Phasenunterschied der Componenten des reflectirten Strahles 
ist 

8p — dsy 

und mit Hülfe der Gleichungen (17 a) ergiebt sich' leicht 
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. dp — 9s ßin op sin cp' 

^g-^^1 ^-^" (20) 

coscp.^ 

You besonderer Wichtigkeit ist nun der Fall; dass das reflectirte 
Licht kreisförmig polarisirt ist; nach § 5 der ersten Vorlesung ist hierzu 
einmal nothwendig, dass die Amplituden cos a und sin a der Gom- 
ponenten der reflectirten Strahlen einander gleich^ dass also das ein- 
fallende Licht im Azimuth you +45^ polarisirt ist; dann muss aber 
noch der Phasenuiiterschied {dp — d,) ein ungerades Vielfaches von 

^ betragen ; wegen (20) muss also 

sin qp sin 9 ' 



cos m 

008 (pp^ 



+ 1 



sem. 

Die so sich ergebende transcendente Gleichung für den Ein- 
fallswinkel g> hat nicht immer, z. B. nicht für den üebergang ?on 
Glas in Luft eine reelle Vi^urzel, es ist mithin unmöglich; durch 
einmalige totale Reflexion in Glas an der Grenze von Luft aus 
geradlinig polarisirtem Lichte kreisförmig polarisirtes zu erzeugen. 
Dagegen kann dieses durch zwei totale Reflexionen unter gleichem. 
Einfallswinkel erhalten werden. Ein einfaches Mittel hierzu liefern 
die 8. g. FresneVschen Paraileiepipede. Lässt man auf ein Glasparallele-. 
pipedoU; dessen Grundfläche ein Rechteck, und dessen spitzer Winkel 
gleich (p ist; senkrecht zur ersten Fläche Licht auffallen; so erleidet 
dasselbe bei richtig gewählten Dimensionen des Körpers zwei innere 
Reflexionen unter dem Winkel g), und zwar werden es totale Re- 
flexionen seiu; wenn dieser Winkel gross genug gewählt ist Ist das 
einfallende Licht im Azimuth +45^ geradlinig polarisirt, so sind 
nach der ersten, also auch nach der zweiten totalen Reflexion die 
Amplituden der Oomponenten des reflectirten Strahles gleich gross;' 
der Phasenunterschied derselben hat sich aber durch die zweimalige 
Reflexion verdoppelt. Man wird also kreisförmig polarisirtes Licht 
erhalten; wenn der Winkel (p des Parallelepipeds so bestimmt ist, 
dass die Phasendifferenz nach der ersten Reflexion ein ungerades 

Vielfaches von ~ beträgt. Aus der so sich ergebenden Gleichung 

folgt dann ein reeller Werth des Winkels (p. Es mag aber darauf 
hingewiesen werden, dass streng genommen durch ein bestimmtes 
Fresnersches Parallelepiped nur kreisförmig polarisirtes Licht einer 
bestimmten Farbe erzeugt werden kann. 



Kennte Vorlesung. 

Inteneii^t und Polarisationszastand des durch eine planparallele Platte reflectirten 
und gebrochenen Lichtes. — Das einfallende Licht ist parallel oder senkrecht zur 
Einfallsebene polarisiri — Specielle Fälle. Das Licht fällt nahezu senkrecht auf. 
Die Newton*schen Farbenringe. — Das Licht fällt nahezu unter dem Grenzwinkel 
der totalen Reflexion auf. — Das einfallende Licht ist nicht völlig homogen, und 
die Dicke der Platte gross gegen die Wellenlänge. — Intensität und Polarisa- 
tionszustand des durch mehrere Platten reflectirten und gebrochenen Lichtes. 
Theorie des Glassatzes. — Modification dieser Theorie unter Berücksichtigung 
der Absorption. — Drehung der Polarisationsebene des durch einen Glassatz 
reflectirten oder gebrochenen geradlinig polarisirten Lichtes. ~ Specielle Fälle. 
Das einfallende Licht ist natürliches. ~ Der Einfallswinkel ist dem Polarisations- 
Winkel gleich. — - Die Anzahl der Platten ist sehr gross. 

§1. 

Die Resultate der letzten Vorlesung wollen wir benutzen, um die Re- 
flexion und Brechung an den Oberflächen durchsichtiger Platten zu unter- 
suchen. Wir denken uns eine von zwei parallelen Ebenen begrenzte 
Platte PQ in l^'ig. 11, z. B. eine Glasplatte; auf diese mögen ebene 
Lichtwellen unter dem Winkel 9 fallen, die entweder in der Einfalls- 
ebene oder senkrecht zu ihr polarisirt sind ; alles Licht, welches von den 
beiden Ebenen reflectirt beziehungsweise gebrochen wird, ist dann auch 
in der Einfallsebene oder senkrecht zu ihr polarisirt. Ein jeder auf- 
fallende Strahl, z. B. EA zerlegt sich nun in einen reflectirten AC und 
einen gebrochenen AB-^ es sei 9>' der Winkel, den der letztere mit 
dem Einfallslothe bildet, und es seien d und r die Amplituden jener 
beiden Strahlen, wenn diejenige des einfallenden Lichtes gleich Eins 
genommen wird. Ein jeder gebrochene Strahl AB wird sich wieder 
in einen reflectirten BA^ und einen gebrochenen BB zerlegen, es ist 
dann q) der Winkel des letzteren mit dem Einfallslothe, und es seien 
d' und r' die Amplituden dieser Strahlen, wenn diejenige von AB 
gleich Eins genommen wird ; es ist dann klar, dass r und d sich mit 
r' und d' vertauschen, wenn (p mit 9' vertauscht wird. 

Wir untersuchen zuerst die Lichtbewegung in einem Punkte 
des reflectirten Strahles AC^ etwa in seinem Anfangspunkte A. Aus 
der nachstehenden Figur geht hervor, dass sich in AC ausser dem 
von EA herrührenden reflectirten Strahle unendlich viele andere 
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vereinigen, welche von E^, E2, E^ ... herkommen und im Innern der 
Platte 1, 3, 5, ... Reflexionen erlitten haben. Ist also die Ampli- 
tude des einfallenden Lichtes gleich Eins, so sind die Amplituden 
der Bewegung von A in diesen einzelnen Strahlen beziehlich 

r, dd'r', dd'r'^y .... 

um den Phasenunterschied in ^ z. B. zwischen den beiden von E 
und E^ herrührenden reflectirten Strahleu zu finden, denke man sich 
durch A^ eine Wellen ebene A^F der eintretenden Welle gelegt; dann 

Fig. 11. 




haben die Punkte A^ und F gleiche Phase, um nun von A^ nach A zu 
gelangen, muss das Licht die Strecke A^B^ -]- B^A'=^2B^A^==2ß im 
zweiten Mittel, um von F nach A zu kommen, muss es die Strecke 
FA = a im ersten Mittel durchlaufen. Sind also X und X' die Wellen- 
längen des Lichtes im ersten und zweiten Medium, und berücksichtigt 
man femer, dass bei allen Reflexionen und Brechungen keine Phasen- 
änderung eintritt, so erkennt man, dass die Phasendifi'erenz im Punkte A 
für den ersten und zweiten' Strahl 



,_(it-^)2. 



(1) 



ist, und eine ganz ähnliche Ueberlegung zeigt, dass dieselbe für die 
folgenden Strahlen beziehlich 2ij, Siy, • • • sein wird. 

Die Bewegungsgleichung des Aetherpunktes A im einfallenden 
Strahle EA schreiben wir nun 
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Wq = sin 2? 2ä = sin d', 



wenn 



» = ^2n 



gesetzt wird. Da die Richtung der Verrückungen unter der ge- 
machten Voraussetzung in allen Strahlen die gleiche ist, so sind die 
Ausdrücke für die Bewegung desselben Punktes in den einzelnen 
reflectirten Strahlen beziehlich 

r sin a-, dd'r' sin (^ — i?), dd'r^ sin (-& — 2ij), • • • 

und ihre Summe giebt die Verrückung u des Punktes A in dem 
Strahle AC, d. h. es ist 

u = r8ind' + r'dd'S, (2) 

wenn zur Abkürzung 

5 = sin (a- — ij) + r'« sin (^ — 2f[)-{ 

gesetzt wird. 

Die Reihe S convergirt, da r' kleiner als Eins ist, und lässt sich 
nach einer Methode summireu, die wir schon im § 2 der sechsten 
Vorlesung angewendet haben: Bei Benutzung der Identität 

2 sin a cos ij — sin (a + ij) + sin (a — iy) 
findet man nämlich zur Bestimmung von 8 die Gleichung 

woraus sich für diese Reihe der folgende Ausdruck ergiebt 

^ »Ip (^ — v) — ^'* ^° ^ 
'^ 1 — 2r'> C08 rj + r'* ' 

Die Bewegung in dem Strahle AC ist also durch die Gleichung 

bestimmt 

• Q. I #j j^ sin (-Ö* — «) — r'* sin ^ 
' 1 — 2r • cosiy + r * ' 

welche sich auf die Form bringen lässt 

w = ^ sin a* + ^ cos a-, (3) 

wo 

ist. Schreibt man jetzt den Ausdruck (3) für u in der Form 
u = j/A^ + B^ sin (d' — y), 

wo y von t unabhängig ist^ so wird die gesuchte Intensität Jr des 
ganzen reflectirten Strahles 

Jr = A^ + B\ (3 b) 
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Die Ausdrücke (3 a) für A und B vereinfachen sich durch gewisse 
Relationen, die zwischen r, r', rf, d' bestehen. Ist nämlich das ein- 
fallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt, so ist nach 
(17) der vorigen Vorlesung 

ist es parallel zur Einfallsebene polarisirt, so ist 

f> a= BiP(y — yP y.' ,_3 8in(y' — y) 

"^ 8m(y + y Bin((jp' + qp) 

,;_ (1 + ;.) J?i.^,, tf' = (1 + O -^!^; 

^ ' ^ cos 9 ^ ' '^ cos 9 ' 

in den beiden hier betrachteten Fällen bestehen also zwischen r, r\ 
äf d' die Gleichungen 

r'^ — r, dd'^^l-r^. (3c) 

In Folge hiervon verwandeln sich die Ausdrücke (3 a) von A und B m 

1 — 2r« cos 1? + r* 

Ä-=r (1 - y-*) sin V . 
1 — 2r«co8^ + r«' 

führt man also -|- an Stelle von rj ein,. so ergiebt sich endlich für 
die Intensität des an der Platte reflectirten Lichtes 

4r«8in« ? 

Jr '- -. (4) 

(1 - r«)« + Af* sin« -^ 

Bilden wir jetzt den entsprechenden Ausdruck für die Intensität 
des durch die Platte hindurchgegangenen Lichtes. Ein durchgelassener 
Strahl BD setzt sich ausser dem von EA herrührenden Strahle aus 
unendlich vielen anderen zusammen, die von ^|, E^^ • • • gekommen 
sind und im Innern der Platte 2, 4, • • • Reflexionen erlitten haben ; 
eine der vorhin für das reflectirte Licht durchgeführten völlig gleiche 
üeberlegung lehrt also, dass die Ausdrücke für die Verrückungen eines 
Punktes B von BD für diese einzelnen Strahlen beziehlich 

dd' sin(^ — ij), dd'r"^ sin (^ — 2ij), dd'r'^ sin {^ — 3i?) • • • 

sind, wo der Anfangspunkt der Zeit passend verlegt ist. Die 
Gleichung der Bewegung desselben Punktes im resultirenden Strahl 
ist daher 

u' = dd'S, 

wenn S dieselbe Bedeutung wie oben hat. 
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Bringt man u' wieder auf die Form 

u = A' sin ^ -{- B' cos 0, 

wo A' und B' von / unabhängig sind^ so wird die Intensität der 
Lichtbewegung im Strahle BD 

J^^A'^ + B'^', 
für die CoefBcienten A' und B' findet man aber hier die Werthe 

A' ^ n — r2^ oo^V-r* 
^ , ^^ ^ ^ 1 — 2r«c087? + r» 

man erhält also den folgenden Ausdruck für die Intensität des 
durch die Platte hindurch gelassenen Lichtes 

j, (LllÜ)! . (4a) 

(1 — r«)« + 4r» sin« -2. 

Aus den beiden Gleichungen (4) und (4 a) ergiebt sich endlich 

7rf + /,==!, (5) 

die Summe der Intensitäten des reflectirten und des durchgelassenen 
Lichtes ist somit stets gleich derjenigen der einfallenden Wellen. 

In den soeben erhaltenen Formeln hängt r^ in sogleich zu be- 
stimmender Weise von dem Einfallswinkel g> und der Dicke der Platte 
ab. Aendert sich ij, so werden Jr und Ja abwechselnd Maxima und 
Minima erhalten, und zwar entspricht wegen (5) einem Maximum von 
Jj ein Minimum von Jr und umgekehrt. Da nun in dem Ausdrucke (4a) 
für Ja fj nur im Nenner auftritt, so erkennt man unmittelbar, dass 

die Maxima von Ja^ also die Minima von /r, für 

sinf-O l~h7t, 

die Minima von Ja, also die Maxima von Jr, für 
sin -J- = 

auftreten, und zwar sind 

für Jr die Maxima , i ytxi ; ^i® Minima 0, 

für Ja die Maxima 1 , die Minima ( ^ Tw • 

Ist der Einfallswinkel sehr klein, so gilt nach § 6 der achten Vor- 
lesung dasselbe von r, in diesem Falle sind also die Werthe der 
Maxima und der Minima von Ja, sowie auch derjenigen von Jr 
einander ziemlich nahe; beim reflectirten Lichte sind sie aber deut- 
licher zu trennen, da die Minima hier den Werth Null haben. 
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Zur experimentellen PrQfung der hier gefundenen Resultate ist 
jetzt rj durch die Dicke der Platte D und den Einfallswinkel (p aus- 
zudrücken. Nach (1) war 

da nun, wie sich aus der Figur leicht ergiebt, 

^ = ■5^' a = 2/>tgg>'sin9, 
ist^ so erhält man 

y = ^ Vf^ssv 1 — )^''' 

berücksichtigt man endlich, dass 

X ein 9 

7/^ sin (p' 

ist, SO findet man für ~- den folgenden Ausdruck 

Y r — "^^^ w 

Es ist also fj proportional der Dicke der Platte. Ist der Einfalls- 
winkel (p sehr klein, also cos g>' nahe es 1^ so ergiebt sich 

|- = -^2«. (6a) 



§2. 

In unserer Untersuchung wurde das einfallende Licht als homogen 
vorausgesetzt. Ist dasselbe verschiedenfarbig , z. B. weiss, so ist für 
seine einzelnen Bestandtheile die Intensität des reflectirten beziehungs- 
weise des gebrochenen Lichtes eine verschiedene. Aendert sich nun 
D innerhalb der Platte, so variirt Jr für die einzelnen Punkte der- 
selben ebenfalls. Hierauf beruhen die Farben dünner Blättchen 
im reflectirten Licht, hierauf auch die sogenannten Newton sehen 
Farbenrinffe, die man erhält, wenn man eine sehr schwach gekrümmte 
convexe Glaslinse auf eine Glasplatte legt; hier bilden nämlich die 
Gläser das erste, das zwischen ihnen, befindliche Luftblättchen das 
zweite Mittel. An der BerühruDgsstelle der Platte und der Linse ist 
daher /> gleich Null, und wächst mit der Entfernung von dieser. Fällt 
also einfarbiges Licht auf die Glaslinse, so sieht man im reflectirten 
ebenso wie im durchgehenden Lichte ein System heller und dunkler Ringe. 
War das einfallende Licht weiss, so sind diese Ringe verschieden ge- 
färbt; die Erscheinungen, die das reflectirte und das durchgehende 
Licht darbietet, sind complementär, jedoch sind die im reflectirten 
Licht auftretenden Ringe bei kleinem Einfallswinkel viel deutlicher 
als die beim durchgehenden wahrgenommenen. 
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Ist der Einfallswinkel sehr klein^ so erscheinen die Ringe kreis- 
förmig; um den Badius q desjenigen unter ihnen zu finden, welcher 
einer bestimmten Luftdicke D entspricht, sei R der Krümmungshalb- 
messer der Glaslinse; aus der unmittelbar sich ergebenden Gleichung 

(Ä + Dy = B^ + Q^ 

erhält man dann bei Vernachlässigung der zweiten Potenz von D 

Fdr die dunklen Ringe im reflectirten Lichte musste nun ij ein 
gerades Vielfaches ?on tc sein, fQr sie hat also D die Werthe 

0, 2^-, 4^', 6|-', ...; 

analog findet man, dass für die hellen Ringe D beziehlich gleich 

4 . 4 ' "4 ' * ' ' 

ist. Es stehen also die entsprechenden Werthe von q zu einander 
in den Verhältnissen 

0:y2:y4 : , 

liyaiyE: '-. 

Hieraus folgt , dass der Unterschied zweier auf einander folgenden 
Radien, oder die Breite der einzelnen Ringe kleiner und kleiner wird; 
je grosser ihre Ordnungszahl ist. 

Fällt weisses Licht auf die Linse ; so entstehen farbige Ringe, 
jedoch nur in geringer Anzahl; da die Maxima und Minima der ver- 
schiedenfarbigen Bestandteile auf einander fallen und sich ver- 
mischen. 

Es muss indessen erwähnt werden, dass die hier ausgeführte Theorie 
der Newton'schen Ringe nicht völlig strenge ist, da die Krümmung 
der Linse Einfiuss auf die Richtung der im Inneren refiectirten 
Strahlen hat. Es mag in Bezug hierauf auf die ausführlichen Unter- 
suchungen von Wangerin"^) und Feussner**) verwiesen werden. 

Ein weiterer specieller Fall, welcher sich experimentell ver- 
wirklichen lässt, ist der, dass das erste Mittel optisch dichter ist als 
das zweite ; während der Einfallswinkel (p nur wenig kleiner als der 
Grenzwinkel der totalen Reflexion ist; da sich dann nämlich r^ nach (4) 
und (4 a) wenig von Eins unterscheidet^ so wird die Erscheinung im 
reflectirten Lichte sehr hell, und diejenige, welche das durchgehende 
Licht darbietet, besonders deutlich sein. Eine Vorrichtung, die 



*) Poggendorffs Annalen 131, 1866. 
♦•) Wiedemann'a Annalen N. F. Bd. XIV. Nr. 12 (1881). 

Klrohhoff, OpUk. 11 
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geeignet ist, diese Erscheinungen zu zeigen , besteht aus zwei recht- 
winkligen Glasprismen y deren Hjpotenusenflächen parallel sind und 
nur einen kleinen Abstand von einander haben. Ein Auge, das bei 
in der untenstehenden Figur sich befindet , erhält dann reflectirte 
Strahlen; die aus der Gegend von A, oder durchgegangene, die von 
B herkommen. Lässt man nun durch eine der Eathetenflächen 
a oder h von einem in endlicher Entfernung befindlichen Punkte 




Licht in den Apparat eintreten , so wird bei passender Anordnung 
des Versuches ein Theil partiell reflectirt und gebrochen, ein 
anderer total reflectirt. In jedem Falle zerfallt also das Gesichts- 
feld in zwei Theile, von denen der eine partieller, der andere 
totaler Reflexion entspricht. Der letztere ist beim reflectirten 
Lichte sehr hell, beim durchgelassenen ganz dunkel. Die Be- 
grenzungslinie beider Theile wird durch diejenigen Lichtstrahlen ge- 
bildet, welche genau unter dem Grenzwinkel der totalen Reflexion 
auf die Hypotenusenfläche auffallen, im Gesichtsfelde erscheint diese 
daher als ein Kreisbogen. In jedem Falle ist diese Linie bei homogenem 
Lichte mit hellen und dunklen Kreisen gesäumt, welche denjenigen 
Werthen des Einfallswinkels entsprechen, für welche die Intensität 
des reflectirten, beziehungsweise des gebrochenen Lichtes ein Maximum 
oder ein Minimum ist. 

Die Lage der Maxima ist beim durchgelassenen Lichte bestimmt 
durch die Werthe von 9', für welche |^ in (6) ein ganzzahliges Viel- 
faches von Ä, für welche also 

/>cosg>'=0, 1^, 24:, S^-', •••• 
ist. Es sei nun wieder 

sin 9> i= n sin f>', 

wo n also das Brechungsverhältniss für den Uebergang von Glas in 
Luft ist, dann ist 

cos ^'=7/1 sin^g?*, 



(7) 
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ist nun 9^ der Grenzwerth von 9, für welchen die totale Reflexion 
beginnt, ist also 

• sin ^0 '^^ fif 

und setzt man 

.9> = 9o — ^^ 
wo d' als unendlich klein angenommen wird, so ergiebt sich aus (7) 
bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung 



r Bin ©0 



COS O) ^ - 

^ f Bin 9o 

Die Werthe ?on ^; welche den genannten Maximis entsprechen, ver- 
halten sich also wie 

0:1:4:9: , 

die hellen Kreise liegen mithin hier um so weiter auseinander, je 
höher ihre Ordnungszahl ist, während sie bei den Newton'schen 
Ringen im Gegentheil mehr und mehr zusammenrückten. 

Ist das einfallende Licht weiss, so zeigen sich an der Grenze 
der totalen Reflexion lebhaft gefärbte Streifen, deren Farben von den- 
jenigen der gewöhnlichen Newton'schen Ringe verschieden sind; diese 
Abweichung ist dadurch wesentlich bedingt, dass für die einzelnen 
Farben die Grenze der totalen Reflexion wegen der Dispersion eine 
verschiedene ist. 

Ist die Dicke der Luftschicht zwischen den beiden Prismen 
äusserst gering, von der Ordnung einer Wellenlänge, so tritt totale 
Reflexion bei einem Einfallswinkel, bei dem sie sonst stattfinden 
würde, nicht ein. Es erklärt sich diese Thatsache daraus, dass. nach 
unserer Theorie auch bei der totalen Reflexion eine Äetherbewegung 
in dem zweiten Medium in der Nähe der reflectirenden Fläche statt- 
findet.- Ist nun jenes Mittel eine Schicht von so geringer Dicke, dass an 
seiner zweiten Grenzfläche diese Bewegung noch nicht unendlich klein 
ist, so muss ein Theil derselben in das folgende Medium übergeben, 
und kann hier die Bildung von Lichtwellen veranlassen. 

§3. 

Die bisher geführten Untersuchungen ergaben für den Fall, dass 
homogenes Licht mit der Amplitude Eins auf eine durchsichtige Platte 
fällt, für die Intensitäten tV und id des reflectirten und des hindurch- 
gelassenen Lichtes 



wenn 



. 4 r» sin« g . (1 — r«)» 

''• ~ (l - r«)» + 4r» sin« f ' '*' "" (1 — r»)« -f 4r« sin« f ' 

^ ij D cos q>' o ^ 



gesetzt ist, und D die Dicke der Platte bedeutet. Fällt nun ge- 
mischtes Licht auf, so kann mau seine Intensität symbolisch durch 

n* 
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darstellen, wenn man mit d^ die Intensität je einer Lichtart be- 
zeichnet und die Summation über die homogenen Bestandtheile des 
gemischten Lichtes erstreckt. In derselben Weise werden dann die 
Intensitäten Jr und Jd der reflectirten und gebrochenen Strahlen sym- 
bolisch durch 

7 ^ 2 4r«8in«£ r _ V* 2 (1 ~ r«)» xo v 

•''•"^^ {l-r«)« + 4r«8m«{:' ^^— ^^ (1 - r«)« + 4f* sin'S^^^^ 

dargestellt sein. Diese Lichtmengen sind farbig, wenn das einfallende 
Licht weiss ist, weil in ihnen die verschiedenartigen Bestandtheile in 
anderen Verhältnissen gemischt sind als in jenem. 

Betrachten wir nun den Fall, dass das einfallende Licht zwar 
gemischtes ist, aber nur solche Strahlen enthält, deren Farbenunter- 
schiede das Auge nicht merkt, deren Wellenlängen also nur wenig von 
einander verschieden sind. Dann stimmen die Farben aller Bestand- 
theile von Jr und Ja mit denjenigen von J^ überein, die obigen Aus- 
drücke werden in diesem Falle also wirklich die Intensität der reflectirten 
und gebrochenen Strahlen darstellen. Nehmen wir jetzt weiter B sehr 
gross gegen die Wellenlänge an, so wird bei ganz geringen Aenderungen 
von k die Grosse £ ausserordentlich stark variiren, sin ^ also alle 
Werthe von — 1 bis + 1 durchlaufen. Die der Intensität a' eines 
Bestandtheiles von /« entsprechende vom Auge wahrgenommene 
Intensität im durchgelassenen Lichte wird also das Mittel aus allen 
entsprechenden Bestandtheilen von J^y oder also 

n\ (1 — r*)* + 4r«8m«t *» » / (1 — r«)«-f 4r* sin^f 

sein, wenn wir annehmen, dass die Grösse a^ sich nur unendlich 
wenig ändert, wenn X um einen verschwindend kleinen Bruchtheil 
seiner selbst zu- oder abnimmt. Setzt man nun jenen gleich zu be- 
stimmenden Mittelwerth 



n 

i C (1 

« / (1 - r«)' 



SO erkennt man zunächst, dass derselbe von % völlig unabhängig 
ist, also nur noch r enthält; siebt man ferner innerhalb der hier 
betrachteten Grenzen der Wellenlänge von der Dispersion ab, nimmt 
man also an, dass r von X unabhängig ist, so gilt dasselbe auch 
von My und es ergiebt sich für die Gesammtintensität des hindurch- 
gelassenen Lichtes der Werth 

Ji^^Mä'^MJ.. (10) 

Setzt man analog 
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J_ C 4f«Bin«g(lg , ^ 

80 erhalt man durch ganz ähnliche Ueberlegnngen 

J^ = ^M'ä' — M'J.. (10a) 

Zur Tollstandigen Bestimmung von Jr und /^ hat man somit 
noch die Werthe von M und M'^ oder vielmehr, da offenbar 

^+^'_1 (11) 

ist, nur den Werth von 

n 

zu ermitteln. Das hier zu berechnende Integral kann auf die 
Form 

dt 



ß 



a« sin« f + 6« cos« f ' 

gebracht werden, und dieses lässt sich leicht unbestimmt ausführen: 
Durch die Substitution 

tgfe — -g-tgc, _j^ = ^_^ 
geht dasselbe nämlich aber in 



ahj cos«{ 



1 _^ 6 
tg«{ + l ah 



Für das in M auftretende bestimmte Integral ergiebt sich hier- 
nach der Werth 



r dt n . 

/ (1 — r«)« + 4f« sin« J 1 - r* ' 



man erhält somit für die Intensität des durchgelassenen und des 
refiectirten Lichtes die Ausdrücke 



J -/ ^^ 

^r ^ •'tf 



1 — r« 

(12) 



1 + r« • 

Grenau dieselben Werthe für Ja und Jr finden wir aber, wenn wir 
die Intensitäten der einzelnen durchgelassenen oder refiectirten Strahlen 
addiren, wenn wir also gar keine Interferenz derselben annehmen. In 
der That, sei a wieder die Amplitude einer einfallenden homogenen 
Lichtmenge, so sind 

add\ add'r\ add'r^ 

die Amplituden, ihre Quadrate also die Intensitäten der durchgelas- 
senen Wellen. Dann ist ihre Summe 
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^ ^ l —r * l — r* 1 + r*' 

da nach (3 c) 

tftf'=l — r^ r' r 

ist. £s ergiebt sich also für die Gesammtintensitat Ja auf diesem Wege 
^ä = ^a^\;^^ = Je\^ und /, = /,_/^ = /,^„ 

d. h. man erhalt genau dieselben Werthe, wie vorher bei Berücksichtigung 
der Interferenz. Wir können daraus schliessen, daes bei nicht ganz 
homogenem Lichte zusammenfallende Strahlen von grossen Wegediffe- 
renzen eine Intensität ergeben, die der Summe ihrer Intensitäten gleich 
ist, dass solche Strahlen also nicht interferiren. 

§4. 

Den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Satz wollen wir nun 
benutzen, um die Intensität des Lichtes zu finden, welches von einem 
System von n Platten durchgelassen oder reflectirt wird, deren 
Dicken und Abstände gross gegen die Wellenlänge sind. Wir wollen 
diese Intensitäten unter der Voraussetzung, dass diejenige des ein- 
fallenden Lichtes gleich Eins ist, />„ und Bn nennen, und suchen dann 
B„+i und />„+! aus Bn, J)h^ -Ä, und i?j zu berechnen, von welchen 
vier Grössen die beiden letzten in No. (12) des vorigen Paragraphen 
bereits gefunden sind. 

Ein jeder der von den n + 1 Platten reflectirten Strahlen setzt 
sich dann, ausser dem von den n ersten Platten zurückgeworfenen, 
aus allen denjenigen Strahlen zusammen, welche durch diese hin- 
durchgegangen sind und dann an der letzten und vorletzten Platte 
1, 2, . . . Reflexionen erlitten haben. Berücksichtigen wir also, dass 
diese Strahlen unter den oben gemachten Voraussetzungen nicht 
interferiren, dass also die gesuchte Intensität ^«4.1 gleich der Sunmie 
der Intensitäten der einzelnen Strahlen ist, so ergiebt sich 

Bn + i = Ä. + Dn'Bt (1 + ÄiÄ« + (B,B„y + ....) 

= ^- + iZrBJ^,> (13) 

und durch eine ganz ähnliche üeberlegung erhält man 
Dn^i = DnJ>t (1 + Ä,Ä, + {B^B^y -f . . .) 

"^ 1 — B^Bt ' 

Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen kann man jetzt Bn und Bn 
auch durch die vorher berechneten Grössen Ä, , B^ allein aus- 
drücken. Offenbar müssen nämlich die Ausdrücke für ^«4.1 und Bn^i 
ungeändert bleiben, wenn man die Indices 1 und n vertauscht, denn 



(13a) 
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statt die einzelne Platte hinter das System von n Platten zu setzen, 
kann man sie aucb vor dasselbe bringen; es ist daher 

R ^R I ^-^' -R I ^^"^- nA^ 

1 — BiB 
multiplicirt man diese Relation mit — p p " , so geht sie über in 



l-D. 



l-A'. 



Ä- + -^-^ = Ä, + ^-gp-; (14a) 

die rechte Seite der letzten Gleichung ist aber «= 2, weil nach (12) 

ist, also verwandelt sich die Gleichung (14 a) in 

und da Bn und i)« positive echte Brüche sind; so ergiebt sich die 
für jeden Werth von n gültige Gleichung 

Ä« + />„ = !, (14b) 

aus welcher sich B^ unmittelbar ergiebt, sobald Dn gefunden ist. 

Wir haben somit nur nothig Dn+i zu berechnen, und die dafür 
gefundene Gleichung (13 a) können ym jetzt schreiben 

oder 

Aus dieser Recursionsformel erhält man unmittelbar 



K-<^ + "§.' 



WO C eine Constante ist, und ihr Werth ergiebt sich gleich Eins, 
wenn man in dieser für jedes ganzzahlige n gültigen Gleichung n = 1 
setzt: es ist also 






i>„ ^^"-D. 



Dn 



Dt + nit,' 
oder da nach (12) 

ist, 80 erhält man für die Intensität des durch n Platten hindurch- 
gegangenen Lichtes den folgenden Ausdruck 

^» = r +?2n-i)f" (^^) 

und wegen (14 b) wird die Intensität des reflectirten Lichtes 
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Diese Formeln sind zuerst von Nettmann abgeleitet worden. Stokes*) 
hat sie yerallgemeinert; indem er auf die Absorption ^des Lichtes in den 
Platten Rücksicht nahm. Auf dem folgenden Wege gelangt man 
wohl am einfachsten zu den Stokes'schen Formeln. Die Gleichungen 
(14) und (14 a) bleiben ofifenbar bestehen, auch wenn R^ --f- D^ nicht 
gleich Eins ist, wenn also die Absorption berücksichtigt wird, und 
aus der letzten findet man unmittelbar Dn^ wenn Bn bekannt ist. 
Rn selbst aber ergiebt sich mit Hülfe der aus (14) hervorgehenden 
Differenzengleichung 

Jin+i = ^1 -h i^BtB„ "* 1 - BtB^ ' 

die man auf die Form 

a + ßB, 

bringen kann, wo die Coefficienten von n unabhängig sind. Setzt 
man hier A^ tsa;^, so sind also allgemein Xn und Xn+i durch eine 
Gleichung 

verbunden, in der a, /3, y^ d gegebene Constanten bedeuten. 

Um nun die Grössen o^i, unmittelbar durch x^ auszudrücken, 
führen wir an ihrer Stelle neue Unbekannte Zn ein durch die Gleichungen 

wo A und B Constante bedeuten, welche so bestimmt werden soUen, 
dass für alle Werthe von n 

Zn+i^Mzn (16 b) 

ist Dieser Forderung kann im Allgemeinen stets genügt werden. 
Drückt man nämlich in der letzten Gleichung Zn und Zn^i durch Xn 
und Xn^i aus, so erhält man 

und wenn man nun für Xn+i seinen Werth aus (16) setzt, so er- 
giebt sich die folgende Relation 



y + 9x^ + B(a + ßx„) '-'l + Bx^' 

welche für jeden Werth von Xn bestehen muss; aus ihr kann man 
nun leicht drei andere Gleichungen herleiten, welche die Constanten 
A, By M bestimmen. Legt man nämlich Xn zunächst die Werthe 

__ 2. L 

A' B ^ 

bei, so erhält man die folgenden beiden Gleichungen 

•) Philosophical Magazine 1862 (4.) Bd. 24. p. 480. 



§ 6. Das einfalleDde Licht ist in beliebigem Azimath polarisirt. 169 

A und B sind also die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
aX'^ — (ß — y)l — d = 0. (17a) 

Sind hiemach A und B bestimmt, so ergiebt sich fOr JU, wenn man in 
(17) X, •= setzt, der Ausdruck 

und man erkennt leicht; dass durch die so bestimmten Werthe der 
Constanten ^, ^, ^ die Gleichung (17) in der That zu einer 
identischen gemacht mrä. Dann ergiebt sich aber für z» 

Z^^ilf-izj; (18) 

berücksichtigt man nun^ dass durch x^ und die Substitutionscoeffi- 
cienten a, ß, y^ d^ die Hülfsgrösse z^, und dass durch Zn wiederum 
Xn oder Bn bestimmt ist, so ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

Die angegebene Methode würde dann und nur dann nicht zum 
Ziele führen, wenn A^=^B wäre, wenn also die quadratische Gleichung 
(17 a) gleiche Wurzeln besässe. Die Bedingung dafür 

Aad + {ß'- y)2 = (18a) 

lasst sich aber, wenn man für die Substitutionscoefficienten ihre Werthe 
setzt; leicht auf die Form bringen 

(1 _ Ä, _ 2>,) (1 - Ä, + D,) (1 + Ä, - />,) (1 + Ä, + A) = 0, 
und da R^ und D^ positive echte Brüche sind, erkennt mau, dass diese 
Gleichung nur bestehen kann, falls 

ist, wenn also keine Absorption stattfindet; dieser Fall ist aber durch 
die im Anfang dieses Paragraphen durchgeführte Untersuchung bereits 
erledigt. In allen anderen Fallen hat ein jeder der vier Factoren der 
Discriminante (18a), also auch diese selbst, emen positiven Werth, man 
erhält mithin für A^ B und M stets reelle Zahlen, welche die gestellte 
Aufgabe wirklich lösen. 

§5. 

Kehren wir nun zu den ^«/»tflfnn'schen Formeln (16) und (15 a) 
zurück, welche sich auf vollkommen durchsichtige Platten beziehen, und 
unterscheiden wir jetzt die beiden Fälle, dass das Licht parallel 
oder senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ist. £s seien 

Bnpy Dnp und Bn,y Dn, 

die Werthe, welche Bn und Dn in diesen beiden Hauptfällen besitzen, 
dann ist 
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(19) 

^'';>= i + (2n-l)rp«' ^"^ = i + ^.^n-ljr,« ' 

wo nach (17) der vorigen Vorlesung 

r ^ BinCgp — yO ^ ^ tg((p — yQ 

'^ ™ Bin (<p + qp') ' tg(<p + qp') 

ist. 

Ist das einfallende Licht im Azimuth a polarisirt, so sind sin^a 
und cos^a die Intensitäten der Componenten des senkrecht und 
parallel zur Einfallsebene schwingenden einfallenden Lichtes, und daher 

Jrp = Rnp COS^ a, Jrg = Ä„, siu^ «, 

Jap = I>np cos^ a , /rfx «= i>«x sin* a 

die Intensitäten der entsprechenden Componenten der reflectirten und 
durchgegangenen Wellen. Da keine Interferenz stattfindet, so ist 
die Intensität des gesammten reflectirten und gebrochenen Lichtes 
gleich den Summen der entsprechenden Componenten, also beziehlich 
gleich 

Rns sin^ a + Rnp cos^ a und Dns sin^ a + Dnp cos^ a. (21) 

Da ferner an den Oberflächen eine Verzögerung nicht eintritt, so ist 
das resultirende reflectirte und gebrochene Licht ebenfalls geradlinig 
polarisirt; sind j3 und ^ ihre Polarisationsazimuthe^ so ist 



(22) 

" dp »P 



Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass bei der Reflexion und 
Brechung an einem System von Platten im Allgemeinen eine Drehung 
der Polarisationsebene stattfindet, welche bei mehreren Platten grösser 
ist als bei einer. 

Ist das einfallende Licht natürliches, a also variabel, so ergeben 
sich für die Intensitäten des reflectirten und gebrochenen Lichtes, 
wenn man die Mittelwerthe nimmt, die Ausdrücke 
tu 



1^ C{Rns 8in2 a + R^p cos^ a)da^ Ks-V^Kp 



%n 



(23) 



Ja = i^fi^». sin' « + Dnp cos» a) da = ^"* ^ ^"^ , 
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d. fa. man erhält dieselben Intensitäten^ als wenn man im Äzimuth -j- 
geradlinig polarisirtes Licht hättä auffallen lassen. 

Ein besonderes Interesse hat nun zunächst der Fall; dass der Ein- 
fallswinkel <p gleich dem Polarisationswinkel, dass also 9 4~ 9' *==* 7 
ist. Dann ist r, >= 0; also 

Än, = 0, />;,,= 1. 

Hieraus folgt mit Hülfe von (22), dass alsdann für beliebig polari- 
sirtes Licht j3c»0, dass also das reäectirte Licht ganz in der Ein- 
fallsebene polarisirt ist. Man wendet daher Glassätze an, um polari- 
sirtes Licht zu erzeugen, denn unsere Formeln zeigen, dass hier die 
Intensität der reflectirten Wellen grösser ist als bei nur einer Platte. 
Das durchgelassene Licht ist nur zum Theil polarisirt, da zwar Dns 
gleich Eins ist, I)„p aber varürt. 

Ist die Anzahl n der Platten so gross^ dass sie als unendlich an- 
zusehen ist, so ist im Allgemeinen 

Es wird dann also alles Licht reflectirt und nichts hindurchgelassen, 
welches auch der Polarisationszustand des einfallenden Lichtes sein 
möge, im Allgemeinen ist also ein Glassatz mit sehr vielen Platten 
undurchsichtig. 

Eine Ausnahme findet nur statt, wenn der Einfallswinkel dem 
Polarisationswinkel gleich ist, oder doch von ihm nur um eine 
Grösse abweicht, die mit j/n multiplicirt unendlich klein ist. Dann 
ist nämlich 

also 







nr,^ 


= 0, 






Ä« 


=, 


0, 


Dns 


IE= 


1 


Änp 


= 


1, 


Ap 


=> 






Es ist daher j3 = 0, ^*= o^; das refiectirte Licht ist mithin nur in der 

Einfallsebene, das durchgelassene senkrecht zu ihr polarisirt. Die 
Intensitäten sind cos^ a und sin^ a, sie sind also einander gleich, ent- 
weder falls a«=^, oder falls das einfallende Licht natürliches isi 
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Theorie der Absorption und Dispersion. — Die Helmholts^sclien Gmndbypothesen. 
— DifferentialgleichaDgen der Lichtbewegung in einem isotropen absorbirenden 
Medium. — Anfstellang von Particularlösangen, welche dem Falle ebener Licht- 
wellen entsprechen. — Grenzbedingungen für eine ebene Grenzfläche und ebene 
einfallende Lichtwellen. — Abhängigkeit des Absorptionscoeificienten von der 
Farbe des einfallenden Lichtes. Absorptionsstreifen. ^ Anomale Dispersion. 
Normale Dispersion. — Abhängigkeit des Brechongsverhältnisses vom Einfalls- 
winkel. — Ausdehnung der Theorie auf den Fall mehrerer Absorptionsstreifen. — 
Reflexion an Metallen. Cauchy's Hypothese. — Bestimmung der Amplitude 
und der Phasenänderung des reflectirten Lichtes, wenn das einfallende parallel 
oder senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ist. — Bestimmung des Haupteinfalls- 
winkels und des Hauptazimuth. 

§ 1. 

Nach unseren bisherigen Betrachtangen sollten sich in jedem Korper 
die verschiedenfarbigen Lichtstrahlen mit derselben Geschwindigkeit 
fortpflanzen, und ebene Lichtwellen ohne Schwächung der Intensität 
fortschreiten. Beides ist im Allgemeinen nicht der Fall; darauf, dass 
die Geschwindigkeit der Lichtstrahlen in demselben Mittel eine ver- 
schiedene ist, beruht die sogenannte Dispersion^ d. h. die Thatsache, 
dass die verschiedenfarbigen Strahlen verschieden gebrochen werden; 
die Erscheinungen, die mit der Abnahme der Intensität ebener Licht- 
wellen zusammenhängen, heissen die der Absorption. Dispersion und 
Absorption haben ohne Zweifel ihren Grund in der Einwirkung, welche 
die wägbaren MoIecQle des Körpers auf die Bewegung der Aether- 
theilchen bei den Licbtschwingungen ausüben, eine Einwirkung welche 
wir bisher noch nicht in Betracht gezogen haben. 

Im leeren Raum ist die Geschwindigkeit alier Lichtarten dieselbe, 
in den Körpern der Regel nach, z. B. im Glase, für Roth grösser als für 
Violett, und zwar nimmt sie stetig mit der Schwingungsdauer ab. Da in 
diesen Körpern alle Lichtstrahlen langsamer als im leereu Räume fort- 
gehen, so folgt hieraus, dass der Regel nach mit abnehmender 
Schwingungsdauer die Brechung zunimmt. Aber es giebt Ausnahmen 
von dieser Regel: Es existiren Körper, welche, wie man sagt, eine 
anomale Dispersion zeigen. Es wurde diese von Christiansen im Jahre 
1870 bei einer Lösung von Fuchsin, einem rothen Anilinfarbstoflfe, 
entdeckt, und gleich darauf fand sie Eundt bei einer grossen Zahl 
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Ton ähnlichen Körpern. Das Fuchsin; um dieses als Beispiel zu wählen, 
ist auch in dünner Schiebt für grünes Licht fast voUsländig undurch- 
sichtig, während es von allen anderen Farben noch einen erheblichen 
Theil hindurchlässt. Entwirft man daher mit Hülfe eines Fuchsin- 
prismas , das aber einen sehr spitzen Winkel haben muss, damit eine 
hinreichende Lichtmenge hindurchgeht; ein Spectrum ; so wird das 
Grün in diesem fehlen. Verhielte sich nun das Fuchsin in Bezug auf 
die Dispersion normal; so müsste das Spectrum an seinem wenigst 
abgelenkten Ende Roth zeigen; hierauf müsste Gelb kommen, dann ein 
dunkler Raum, weiterhin BlaU; endlich Violett. Dem ist aber nicht so: 
Die beiden übrig gebliebenen Theile des Spectrums sind vielmehr gegen 
einander vertauscht; das am wenigsten abgelenkte Ende ist blau; 
dann kommt Violett, ein dunkler Raum; Roth; endlich Gelb, welches 
die grosste Ablenkung erfahren hat. 

Die Erscheinungen der anomalen Dispersioh haben vorzugsweise 
zu denjenigen Vorstellungen geführt, die sich die Physiker jetzt über 
die Einwirkung der ponderablen Molecüle auf die Aethertheilchen bei 
der Lichtbewegung gebildet haben'. Bei der Entwicklung dieser Vor- 
stellungen wollen wir uns auf eine Mittheilung stützen, die Herr von 
Helmholtz im October 1874 der Berliner Akademie gemacht hat. 



§2. 

Wieder bezeichnen wir durch u^v^wAie Verrückungscomponenten 
des Aethertheilchens zur Zeit /; dessen Gleichgewichtslage die Coordi- 
naten Xj y, z hat. Fände eine Einwirkung der wägbaren Molecüle 
auf den Aether nicht statt, so hätten wir wieder die Gleichungen (1) 
der achten Vorlesung, die die Grundlage unserer bisherigen Betrach- 
tungen gewesen sind 

'*li?r- = ^^«'; 

a« "^ ay "T- ^g =^- 

' Auf den rechten Seiten der drei ersten Gleichungen müssen wir 
nun die Kräfte hinzufügen, welche die wägbaren Molecüle auf das 
Aethertheilchen ausüben. Um diese bequem ausdrücken zu können, 
wollen wir in die Rechnung statt der discreten Molecüle stetig ver- 
breitete Materie einführen, welche den gleichfalls stetig gedachten 
Aether durchdringt und relativ zu diesem sich verschieben kann. 
Eine solche Annahme wird erlaubt sein, wenn die Entfernungen der 



(,^ = K^v-\-P,(v,-v) 
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ponderablen Theile verschwindend klein gegen die Wellenlängen sind. 
«1 , Vj , w^ seien die Verrtickungseomponenten zur Zeit t des Punktes 
der wagbaren Masse, dessen Gleichgewichtslage die Coordinaten x,i/,,z 
besitzt Dieser Punkt und das Aethertheilchen, welches dieselbe Gleich- 
gewichtslage hat; befinden sich dann zur Zeit t in einem Abstände von 
einander, dessen Componenten u^ -^ u, v, — v^ w^ — w sind. Wir 
nehmen an, dass das Aethertheilchen und der Massenpunkt eine An- 
ziehung auf einander ausüben; die mit diesem Abstände proportional 
ist. Danach werden die Differentialgleichungen für die Bewegung des 
Aethers 

dt* 

dx "^ dy "^ de ^ '^• 
Um aus ihnen Schlüsse ziehen zu können, müssen aber auch für 
dieVerrückungscomponenten u^, v^, w^ Gleichungen aufgestellt werden. 
Es hängen diese von den Kräften ab, welche auf den betreffenden 
wägbaren Punkt wirken. Zu ihnen gehört nach der soeben ge- 
machten Annahme nothwendig zunächst eine Kraft, deren Compo- 
nenten 

P^{u-'U^), P^{v — v^), P^{w - w^) 

sind ; ferner führt Herr von Helmholtz eine Reibungskraft ein, deren 
Componenten 

^J at ' "" ^1 df ~^« dt 

sind; endlich nimmt er eine Kraft an, die den Punkt nach seiner 
Gleichgewichtslage zurücktreibt und der Verrückung aus dieser pro- 
portional ist, also die Componenten 

— ZTi Wj , — ffi^i, — ^1 ^1 

hat. Danach hat man, wenn ^^ die Dichtigkeit der wägbaren Materie 
bedeutet 

'*' ^ = - ^^-«- - ^^ TT + ^.(« - «.) 

^, f ^ ff,v, - Ä. l}- + P^{v - V,) (la) 

^, 1^ = - ^. «,._ Ä, ^«'- + /',(«'- «'.)• 

Wir suchen eine particuläre Lösung dieser Gleichungen, die 
homogenem Lichte entspriöht; die Dauer einer Periode sei 

T— —^ 
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dann bedeutet n die Schwtngungszahl dieses Lichtes; durch seinen 
Werth ist die Farbe desselben bestimmt. 

Den Differentialgleichungen (1) und (la) kann man nun genügen, 
wenn man die Gomponenten t/, Vy tv und u^yVi, w^ gleich Gonstanten 
multiplicirt mit der Exponentialfunction 

= ^(« sin 9 4- « coi tp) - int^ ^2) 

setzt^ wo, wie gewohnlich 

ist Diese Constanten sind indessen nicht von einander unabhängig: 
Setzt man nämlich 

u — ^tf, V =B6, w ^=C6 

(2a) 

so ergeben sich für sie aus (1) und (la) die Bedingungsgleichungen 
A(iin^ + ]^P^ i>0 + A,P, = ^3^ 

AP^ + ^i(^in2 — ^j — />j -f lÄ^n) = 0, 

sowie diejenigen^ welche aus ihnen entstehen, wenn man für A, A^ 
setzt By B^ oder C^ C^, endlich 

A8inq>'\'Cco8ip=^ 0. (3a) 

Die Gleichungen (3) können dann und nur dann durch nicht 
verschwindende Werthe von AA^y BB^, CC^ befriedigt werden, wenn / 
der quadratischen Gleichung 

\KP + iin^ — i>,) (ft, n^ — H^- i>,+ inÄ,) — />j2 «= (4) 

genügt, und unter dieser Voraussetzung lassen jene Relationen sich 
einfacher folgendermassen schreiben 

~ä: B ~~C T^ • ^^^f 

Es bleiben somit A, ^ und 9, ebenso wie n, willkürlich, während die 
übrigen eingeführten Constanten durch die Gleichungen (3 a), (4) und 
(4 a) bestimmt werden. Die so sich ergebenden Werthe von w, VyWy 
u^, v^, to^ sind im Allgemeinen complex; aber man erhält aus ihnen 
eine reelle Lösung der Differentialgleichungen, wenn man die reellen 
Theile dieser Ausdrücke jenen Verrückungscomponenten gleichsetzt^ 
in der That müssen jene den Gleichungen genügen, da diese linear 
sind und nur reelle Coefficienten enthalten. 

Auf solche Weise lässt sich eine Lösung unserer Gleichungen 
bilden, die dem Falle entspricht, dass das betrachtete Mittel auf der 
Seite der positiven z liegt, in der Ebene z = an den leeren Raum 
grenzt, und in diesem ebene Lichtwellen auf dasselbe fallen. Wenden 
wir für diese auffallenden Wellen überall gestrichene Buchstaben 
an, 80 können wir setzen 
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wo jetzt 

Cf' = e^' ain y' + * cos y' - 0»»^ (5) 

und 

A' sin q>' + C cos qp' «=3 

ist, indem wir auch hier nur die reellen Theile von m', v\ w' die Ver- 
rückungen bedeuten lassen. Vergleicht man nämlich die so sich er- 
gebenden Ausdrücke für die Yerrückungscomponenteu mit den in (3) 
der achten Vorlesung angegebenen, so erkennt man, dass durch sie 
ebene Wellen homogenen Lichtes dargestellt werden, welche sich mit 
der Geschwindigkeit Eins im leeren Räume fortpflanzen, deren Farbe 
durch den Werth von n «= ^ bestimmt ist und welche unter dem 
Einfallswinkel q>' die Begrenzungsfläche treffen. 

Für ;r = sind gewisse Grenzbedinguugen zu erfüllen. Welches 
diese auch sein mögen, jedenfalls sind es lineare Gleichungen zwischen 
den Verrückungen und ihren Differentialquotienteu, die f&r alle Werthe 
von i und von x erfüllt sein müssen. Vergleicht man aber die Aus- 
drücke für die Verrückungscomponenten in (2) und (5) mit einander, 
so erkennt man, dass die letzte Forderung nicht erfüllt werden kann, 
wenn nicht 

in sin 9' «= / sin 9 (6) 

ist. Ist l bekannt, so ist hieraus sin 9 eindeutig bestimmt, und 
damit auch cos 9 bis auf das Vorzeichen ; dieses ergiebt sich durch die 
Ueberlegung, dass für den erfüllten Baum z = -{' 00 sein kann, 
dass aber auch in diesem Fall u, v, t& nicht unendlich gross werden 
dürfen. Dazu ist nämlich nothwendig und hinreichend, dass der 
Werth von 9 gewählt wird, für welchen 

der reelle Theil von l cos g> negativ ist. (6 a) 

Was / anbetrifft, so ist dasselbe durch die quadratische Glei- 
chung (4) ebenfalls nur bis auf das Vorzeichen bestimmt; wir wollen nun 

l=-k + ij., (7) 

setzen und von den beiden möglichen Werthen von / denjenigen 
wählen, für welchen k positiv ist. Dann haben k und c eine ein- 
fache Bedeutung. Um dieselbe zu erkennen, weilden wir unsere 
Gleichung auf den Fall an, dass der Einfallswinkel g>' gleich Null ist. 
Es wird dann sin (p = und wegen (6a) und (7) cos9>«=-|-l, der' 
Ausdruck von cf wird daher 

= e- *' ^cos n(~ — i\ + i sin ^ (-^ — t\\ . 
Nach (2 a) erhalten also die Gomponenten u, r, w die Form 
(>^-*'sin(-?--^+*).- 
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^ir haben hiernach in unserem Mittel ebene Wellen, ivelche mit der 
Geschwindigkeit c in der Richtung der positiven z- Achse fort- 
schreiten, die sich aber von den Wellen in einem durchsichtigen 
Medium dadurch unterscheiden; dass ihre Amplitude proportional mit 
^-*» abnimmt; man nennt daher k den Absorptionscoefftdenten der 
Substanz. 

Ware unser Mittel ein durchsichtiges, d.h. A: «= 0, so wäre — 

das Brechungsverhältniss desselben, das nach (6) in bekannter Weise 
für einen beliebigen Einfallswinkel tp' die Ablenkung der Strahlen 
beim Eintritt in das Mittel bestimmen würde. Ist aber k von Null 
verschieden, so gilt das SneiHus^sche Gesetz, wie im § 4 gezeigt werden 
wird, nicht mehr streng, da das Brechungsverhältniss dann nicht 
constant ist, sondern vom Einfallswinkel 9' abhängt. Besitzt jedoch k 
nur einen kleinen Werth, wie dies bei der anomalen Dispersion that- 
sächlich der Fall ist, so ist der Einfluss des Einfallswinkels gering, 
und wir können von ihm absehen. Wir brauchen daher nur zu 

untersuchen, in welcher Weise — sich mit n verändert, um ein ür- 

theil darüber zu gewinnen, wie das Spectrum 'beschaffen ist, welches 
ein aus der Substanz gebildetes Prisma von einer weissen Lichtlinie 
erzeugt. Dabei wird sich dann zugleich die Abhängigkeit des Ab- 
sorptionscoefficienten k von n ergeben, und diese wird zeigen, wie 
ein gewohnliches, etwa durch ein Glasprisma erzeugtes Spectrum 
durch eine den Strahlen in den Weg gestellte Platte der Substanz 
verändert wird. 

§3. 

Aus den Gleichungen (4) und (7) ergiebt sich für k und c die 
Bestimmungsgleichung 

^ = (-* -f '•?)' = i (- ^«' + A + .-ilinr^T^ir+T^)' 

und diese zerföllt, wenn man das Reelle vom Imaginären trennt, in 
die beiden anderen 

i _ ^' _ J I,. _ ^i _ ^ ^in« ~ g | ~P, \ j. 

9i^ 1 Pi'Ä, _1 (^) 

^ cn'^ K' n {^ii,^n^ — ^j — Pj)« + n«-ßj« ™ ^» 

von denen die letzte zeigt, dass c positiv sein muss. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunächst 

^ + 1 = Yf'T^', 

WO die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, es ergeben sich somit 
für c und k die Ausdrücke 

Klrohhoff, Optik. 12 
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i = ^YF' + G-^ + i/- 

(8 a) 

Die Discussion dieser Gleichungen in ihrer Allgemeinheit ist sehr 
beschwerlich; wir wollen daher über die Grossenordnung der in ihnen 
auftretenden Coefficienten eine Annahme machen^ die diese erleichtert 
und doch die Erscheinungen in ihren GrundzOgen darzustellen ge- 
stattet. Wir denken uns die Maasseinheiten so gewählt, dass für die 
sichtbaren Strahlen n ebenso wie ^ und j^ Zahlen von massiger Grösse 
sind, und nehmen an^ dass ^i, H^, P^ sehr klein gegen ft sind, 
während R^ sehr klein gegen jene, aber noch gross gegen ihr Quadrat 
ist, dass also etwa 

w, ft, K endliche Grössen, 

fi, , H^y P^ unendlich klein erster Ordnung sind, während 
Ä, etwa unendlich klein von der Ordnung ^2 i^** 

Die befremdende Annahme, dass die Masse f(, der Materie als 
unendlich klein gegen diejenige des Aethers angenommen werden soll, 
können wir dadurch vermeiden, dass wir ^| auffassen als die Dichtig- 
keit einer Aethennasse, die an den ponderablen Molecülen haftet und 
durch die Lichtwelle zum Mitschwingen veranlasst wird. 

Bei diesen Voraussetzungen sind die Variationen von F bei ver- 
ändertem n, sowie auch der Werth von G klein gegen F^ und es 
kann deshalb nach (8) und (8 a) näherungsweise 

gesetzt werden. Danach ergiebt sich für k^ wenn man in F nur 
die endlichen Grössen berücksichtigt, 

r. _J Pi'-R. 

^ 2VKti (f*i^' - ^i - ^.)* + «'^i"' 

Es ist somit k im Allgemeinen von der Ordnung von B^, aber für 
gewisse Werthe von n, nämlich wenn 

nt = H, + P, _ ^2 (9a) 

ist, oder diesem Werthe sehr nahe liegt, vdrd der Absorptions- 
coefficient von einer höheren Grössenordnung: Für jenen Werth von 
n ist nämlich 

In der Gegend des Spectrums, wo n = i/ ist, wird also die Absorption 
viel stärker, als au allen anderen Stellen ] in dem Spectrum einer leuch- 
tenden Linie, deren Licht durch eine Platte aus unserer Substanz ge- 
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gangen ist, erscheint daher an der durch jenen Werth von n be- 
stimmten Stelle ein schmaler Absorptionsstreifen. 

Was die Aenderungen betrifft, welche ^, d. h. F erleidet, wenn n 

variirt, so ist in hinreichender Entfernung vom Absorptionsstreifen, 
d. h. von dem Werthe n =» v 

wo (11) 



^ = P ; - 



ist, da man unter der gemachten Voraussetzung Äj* im Nenner von F 
in (8) fortlassen kann ; mit Hülfe der aus (11) sich ergebenden Gleichung 

„ ^ 2n / J_ , H, \ 

^ ' ein *™ ^« VP, ■» (^,n« - ^,)«/ 

folgt dann leicht, dass die Aenderungen von -^ in hinreichender Ent- 
fernung vom Absorptionsstreifen überall von der Ordnung von Pj sind, 
und femer dass -^ mit n zugleich wächst. 

In der Nähe des Absorptionsstreifens, d. h. für 
n = 1/ -{- -T also n^ = V* + 1/ f , 

wo £ eine hinreichend kleine Grosse bedeutet, kann in dem Ausdrucke 
von F das zweite Glied gegen das dritte vernachlässigt werden, und 
man erhält, wenn man überall nur die unendlich kleinen Grössen 
höchster Ordnung berücksichtigt, 



Pi* 1 
= ^ ^ v^ ' gr 
WO 

ist. Maximum und Miuimum von F ergeben sich also aus der Gleichung 

d. h. für 

^ = H -f 

oder für 

und liefern für — die Werthe 

c 

1 _ 2. / , j_ P|»\ 

et — x\^± 2v' rJ' 
es entspricht somit das Maximum dem kleineren, das Miuimum dem 
grösseren Werthe von n}. 

12* 
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Es wird daher -^ , also auch ~ , als Function von n durch eine 
Curve von nachstehender Gestalt dargestellt werden 

Fig. 13. 




violett 



Bei Fuchsin liegt nach Christiansen das Maximum der Absorption 
etwa bei E^ das Maximum des Brechungsverhältnisses (1,561) bei Z>, 
das Minimum (1,285) bei G. 

Man kommt auf den Fall der normalen Dispersion, wenn man den 
Absorptionsstreifen ins Ultraviolette gehen lässt^ also v sehr gross, d. h. 
^j sehr klein annimmt. Es gilt dann für das ganze sichtbare Spectrum 
die Gleichung (1 1). Nimmt man in ihr fi^ sehr klein an und setzt überdies 

^1 = 0, 
so kommt man zu einer gebräuchlichen und vielfach bewährten Inter- 
polationsformel für die normale Dispersion, welche von Cauchy auf- 
gestellt worden ist; man hat nämlich zunächst 

oder, wenn man nach aufsteigenden Potenzen von ft, n^ entwickelt 
und nur die erste berücksichtigt, 

§ = .4 + Bn\ 

and hieraus folgt 

i = « + bn\ (12) 

WO a und b von n unabhängig sind. 

Unter den Körpern mit anomaler Dispersion zeigen viele mehrere 
Absorptionsmaxima. Man kann diese Erscheinung ^klären, indem 
man statt des einen Systems ponderabler Molecüle, das wir bis jetzt 
angenommen und auf welches wir den Index 1 bezogen haben, deren 
mehrere voraussetzt; wir wollen das thuu und sie durch die Indices 
1, 2 . . . bezeichiien. Von den Bewegungsgleichungen sind dann die- 
jenigen, welche sich auf die a;-Componenten der Verrückungen beziehen 

^ 1^ = KJu + />, {u, -!,) + />,(«,-«) + ... 






-H,u,--R^^-^ + P,{u^u,) 



(13) 



^? T«^ =" ~ ^2«^'^ - ^2 W + ^2 iM - «2) 



§ 4. Abhängigkeit des BrechungsverbältnisseB vom Einfallswinkel. 181 

Zu diesen Gleichungen kommen die entsprechenden für die Grössen 
V und w, sowie die Bedingung 

r. + ry + F7-^ (13a) 

hinzu. Allen diesen kann man genügen, indem man jede der Ver- 
rückungscomponenten gleich einer mit a multiplicirten Gonstanten 
setzt, wo wieder 

^ ;^ ßi{x Bin<p + z C089) — ini 

ist; dabei ist daun / aus der Gleichung 

zu bestimmen. 

An diese Gleichungen lassen sich ganz ähnliche Schlüsse knüpfen^ 
wie an die vorher betrachteten einfacheren : Man findet jedem Index 
entsprechend ein Absorptionsmaximum; geht man im Spectrum in 
der Richtung von Roth zu Violett fort, so ist vor einem jeden dieser 
Streifen das Brechungsverh'altniss vergrössert, hinter ihm verkleinert. 

§4. 

Es ist in § 2 darauf hingewiesen worden, dass die Absorption 
von Einfluss auf die Brechung ist; wir wollen jetzt näher darauf 
eingehen und zeigen, dass für den Uebergang in ein absorbirendes Mittel 
das Sneirsche Gesetz nicht gilt, oder dass hier das Brechungs- 
verhältniss, d. h. das Verhältniss zvnschen dem Sinus des Einfalls- 
winkels und dem Sinus des Brechungswinkels, vom Einfallswinkel 
abhängig ist. 

Für ebene Wellen, die in einem absorbirenden Mittel fortschreiten, 
können wir, wie wir es gethan haben, eine jede Verrückungscompo- 
nente gleich dem reellen Theile von Aö setzen, wo A eine complexe 
Constante bedeutet, 

a =3 ^^(arglny + xcogy)— im /15\ 

ist, und wo / und g) ebenfalls complexe Grössen sind. Auf einen 
solchen Ausdruck wird ohne Zweifel eine jede Theorie für nicht durch- 
sichtige Körper führen müssen. Stösst das Mittel in der Ebene z = 
an den leeren Raum, ist ferner in diesem die Geschwindigkeit des* 
Lichtes gleich Eins, und fallen Wellen mit dem Einfallswinkel (p' auf 
unser Medium, so gelten für dieses die Gleichungen (5), und es muss 

in sin 9' = / sin 9 (16) 

sein; ist endlich für das absorbirende Mittel z positiv, so ist aus 
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dem a. a. 0. dargelegten Grunde das Vorzeichen von cos <p so zu 
wählen, dass 

der reelle Theil von l cos (p negativ ist. (10a) 

Um nun den reellen Theil von 6 zu bilden und damit ein Urtheil 
über die in dem absorbirenden Mittel fortschreitenden Wellen zu 
erhalten, setze man 

^ = ^^'^ (16b) 

wobei dann nach unserer früheren Bezeichnung 

^sin^ = + |, 2>cos/3 = J (16c) 

ist, wo also, da Ar, n und c positiv sind, ß im ersten Quadranten liegt 
Ferner möge 

cos (p «= ge^^ = (»(cosö" + isinö") 

gesetzt werden; es sind dann q und %^ durch (16) und (16a) eindeutig 
bestimmt. Dann ist 

/ sin 9) s» in sin (p' 

l cos (p «= in bg ^•</*+^) 

= inÖQ (cos {ß + ^) + i sin {ß + ^)) , 

und hier muss wegen (16 a) derjenige Werth von ^ gewählt werden, 
für welchen sin {ß + d) positiv ist. 

Der reelle Theil von ö wird hiemach 

e-'nbQ Min{(i+&) cos n (x sin 9'+ zog cos {ß + ^) — l) ; 
schreiben wir denselben in der Form 

wo also 

sin t^ 



y 

cos rp 



= sm 9 

bg cos (ß + d) 



(17) 



y 

ist, so stimmt er, abgesehen von der multiplicativen Exponential- 
grosse, überein mit dem Ausdruck der Verrückungen bei Lichtwellen, 
die in einem durchsichtigen Mittel fortschreiten. ^ wäre dann der 
Brechungswinkel, y die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, und 

1 Bll (p' 

y sm ip 

das Brechungsverhältniss. Diese Namen gebrauchl man auch hier. 
Es fallen diese Grössen mit 9, c und -- zusammen, wenn / rein imaginär, 
also A; »> ist, wenn somit keine Absorption stattfindet, da alsdann 

/ x8iny-}-<ooiy \ 
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ist und (p reell wird; sonst hängt das Brechungsverhältuiss von 9' 
ab, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Für das Brechungsverhältniss ergiebt sich aus (17) die Gleichung 

L^b'^Q'i cos« (/3 + ^) 4- sin« (p\ 

Um nun seine Abhängigkeit von dem Einfallswinkel 9' explicite dar- 
zustellen, setze man für den Augenblick 

C = bQ cos {ß + ^)y S=- ÖQ sin (ß + &), 
so dass 

l = C-^ + 8m^9>' 

ist. Zur Bestimmung von C und S hat man dann die Gleichung 
(^C + isy = ^2^2 ^«(/^H-^)« = b^e^^i (1 - sin« 9) 
= b'^e'^f^* — sin« 9', 
welche, wenn man auf beiden Seiten das Reelle vom Imaginären 
trennt, für C und 5 die Bestimmungsgleichungen liefert 

C^ —S^ = b'^ cos 2ß — sin« 9' 

2(75 = ^« sin 2/3; ^^'^^^ 

aus ihnen ergiebt sich durch Elimination von S 

4C« (6r« — ^« cos 2ß + sin« 9') = b^ sin« 2/J, 
eine Gleichung, deren einzige positive Wurzel 



26:« = b'^ cos 2ß — sin« 9' + y(b'^ cos 2/3 — sin« 9')« + i>* sin« 2/3 

2 
ist. Berechnet man hieraus -j und setzt zugleich nach (16 b) 

SO ergiebt sich für das gesuchte Brechungsverhältniss die folgende 

Gleichung 

2 1 Ä:* , • 9 / , t/T^ A;« ~9 A« 1 >«^**~l /iq\ 

7t = ^-:^, + 8m«9 +;/(-,_-^-sm«<)p; +4^-,. (18) 

Für 9' = ist hiemach y = c, und dasselbe gilt, wie bereits erwähnt 
wurde, allgemein für A? = 0. Für die anomal dispergirenden Medien 
ist h noch so klein, dass selbst für beträchtliche Werthe von 9' sich y 
nicht merklich verschieden von c ergiebt, wie Herr fFernicke aus 
dieser Formel fdr festes Fuchsin nachgewiesen hat.*) 

§5. 

Schon bei den anomal dispergirenden Körpern hat es seine 
Schwierigkeit, das Licht, welches dieselben durchdrungen hat, zu 
beobachten, weil es durch Absorption zu sehr geschwächt ist. Noch 

*) Monatsberichte der Berlioer Akademie, November 1875. 
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schwerer ist dies bei den Metallen ^ die noch in höherem Grade 
undurchsichtig sind. Aber mit Leichtigkeit lässt sich hier das re- 
flectirte Licht beobachten; und auch bei diesem macht sich der 
Einfluss der Undurchsichtigkeit in eigenthümlicher Weise geltend. 
Während nämlich bei partieller Reflexion an durchsichtigen Körpern; 
von kleinen Abweichungen abgesehen, geradlinig polarisirtes ein- 
fallendes Licht immer wieder als geradlinig polarisirtes Licht zurück- 
geworfen wird; ist dasselbe bei der Reflexion au Metallen im Allgemeinen 
elliptisch polarisirt. Nur wenn die Schwingungen im einfallenden 
Lichte parallel oder senkrecht zur Einfallsebene stattfinden; gilt das- 
selbe von den reflectirten Wellen; es ist das eine noth wendige Folge 
der dann stattfindenden Symmetrie in Bezug auf die Einfallsebeue. 

Ist nun das einfallende Licht in irgend einem Azimuth polarisirt, 
so kann es in zwei Componenten von gleicher Phase zerlegt gedacht 
werden, deren Polarisationsebenen parallel und senkrecht zur Einfalls- 
ebene sind; jede von diesen giebt eine Componente des reflectirten 
Lichtes von entsprechender Polarisationsebene. Da diese sich zu ellip- 
tisch polarisirtem Lichte zusammensetzen; so müssen sie einen Phasen- 
unterschied besitzen ; jede der beiden Componenten muss also bei der 
Reflexion eine Phasenänderung erleiden; die für beide verschieden ist. 
Beim Studium der Metallreflexion hat man demnach nur für einfallendes 
Licht; das parallel oder senkrecht zur Einfallsebene polarisirt ist und 
die Amplitude Eins besitzt; die Amplitude und die durch die Reflexion 
bewirkte Phasenänderung des reflectirten Lichtes zu bestimmen. 

Die Schwierigkeit; die es hat; dieses durch die Theorie zu leisten, 
liegt in den Grenzbedingungen, die man in befriedigender Weise bis- 
her nicht hat aufstellen können. Formel^} für die soeben erwähn- 
ten Grössen, die mit vielen Beobachtungen in genügender üeber- 
einstimmung sind; hat aber schon Cauchy angegeben, und mau gelangt 
zu diesen durch die Hypothese; dass hier dieselben linearen Grenz- 
hedingungen gelten , wie für die Reflexion und Brechung bei durch- 
sichtigen Mitteln. 

Wir kehren zur Betrachtung dieses FalleS; den wir in der achten 
Vorlesung ausführlich untersucht haben ; noch auf einen Augenblick 
zurück und stellen die Gleichungen der Bewegung für ihn in etwas 
anderer Weise dar; als dies dort geschah. In der Ebene z = grenze 
ein durchsichtiges Mittel an den leeren Raum; für diesen sei z < 0; 
für jenes z > 0. In dem leeren Räume sind einfallende Wellen vor- 
handen, die parallel oder senkrecht zur Einfallsebene polarisirt sind; 
9? sei der Einfallswinkel, 9' der reelle Brechungswinkel; die Geschwin- 
digkeit des Lichtes im leeren Räume sei gleich Eins, die in dem 

Mittel gleich c^ und es werde l ^=» i^ gesetzt, so dass 

in sin 9 = / sin 9?' und cos 9' > (19) 
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ist. Endlich seien ö^^ ör und 6' die Verrückungen in den einfallenden, 
den reflectirten und den gebrochenen Wellen, Den Differential- 
gleichungen und den Grenzbedingungen genügt man dann durch 

___ ^(x Bin(p-\- z coB<p — t) in 

0^= ^^(xBiny-zcosy-O«» (20) 

ff * -s— J)c^^^ ■*" V + « cos (p') — / in 
WO 

j. _ sinOvj-jp') 

Sin (9 + 9)' ^^ , 

oder (20 a) 

H = tg (y -- y ') 

tg (y + 9>') 
ist, je nachdem das Licht parallel oder senkrecht zur Einfallsebeue 
polarisirt ist, und wo B zwei gewisse Werthe hat, die wir hier nicht 
angeben wollen. Diese Lösung der betreffenden Gleichungen ist complex ; 
da dieselben aber sämmtlich linear sind und nur reelle Goefficienten 
enthalten, so erhält man eine reelle Lösung, wenn man (T^, (Tr, <i' 
den reellen Theilen der in (20) aufgestellten Ausdrücke gleichsetzt; 
dabei wird dann die Amplitude des einfallenden Lichtes gleich Eins, 
die des reflectirten gleich R. 

Nun sei das Mittel ein absorbirendes. Die Differentialgleichungen 
für den leeren Raum sind dann dieselben wie früher und werden 
durch die für Oe und 0r aufgestellten Ausdrücke nach wie vor erfüllt, 
dagegen gelten andere Gleichungen für das absorbirende Mittel; wir 
nehmen jedoch an, dass sie durch den für 0' aufgestellten Aus- 
druck , erfüllt werden, wenn nur die dort auftretende Constante / 
passend bestimmt ist. Diese ist dann complex und das aus (19) zu 
bestimmende 9' ebenfalls; da es auch cos 9' ist, so verliert die vor- 
her aufgestellte Bedingung, dass diese Grösse positiv sein soll, ihren 
Sinn; wir ersetzen sie durch die, dass der reelle Theil von / cos 9' 
negativ sei, so dass für z = -\- 00 der Ausdruck a' verschwindet 
und nicht unendlich gross wird. Da wir annehmen wollen, dass 
die Grenzbedingungen für den opaken Körper dieselben sind, wie 
für den durchsichtigen, so stellen dann die Ausdrücke für 6^} <^r; <^' 
eine complexe Lösung der jetzt geltenden Gleichungen dar, ihre 
reellen Theile also eine reelle. Setzen wir jetzt in (20 a) 

Ä = r^»<^, (21) 

und bezeichnen wir die reellen Theile von (S^ und 0r nunmehr mit 
eri und örT-, so ergiebt sich 

6l s= cos {x sin 9 + ^ ^^8 9) — i)n 

ö;: a= r cos ((o; sin 9 — z cos 9? — ^ + ^) 5 

es ist also r die Amplitude, d die durch die Reflexion bewirkte 
Phasenänderung .der reflectirten Wellen. Man hat hiernach, um diese 
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Grössen für jede der beiden Polarisationsarten zu finden^ nur die beiden 
Ausdrücke von B in (19a) auf die Normalform complexer Grossen zu 
bringen. Wir wollen die hierzu nöthige Rechnung durchführen. 

Gebrauchen wir die analogen Bezeichnungen ^ wie im vorigen 
Paragraphen; so ist wegen (19) 

5-nf'=*'^'". coB<p'^Qe<». (22) 

wenn wieder 

J- = be^^ 
in 

gesetzt wird, b und ß nehmen wir hier als gegeben an, es sind das Con- 
stanten des Metalles; weiter ist der Einfallswinkel (p beliebig gegeben; 
Q und d kann man dann aus den beiden Gleichungen (17 a) be- 
rechnen, welche, wenn man in ihnen für C und S ihre Werthe setzt, 
übergehen in 

b'Q'^ cos 2{ß + ^) = b'^ cos 2/3 — sin^y 
b^ Q^ sin 2{ß + »)^b^ sin 2/3^ ^^^^ 

hieraus folgt leicht 

b'^Q^ cos (2-^ + ß) = {b'^ - sin2 9) cos ß ^^ , 

b'^ q' sin (2 ^ + /5) = {b'^ + sin^ 9?) sin ß. ^ 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen q^^ so erhält mau 

__ sin* <p 
ctg (2^ + ß) = ctg ^ .|;-^- = ctg ß cos 2arctg«-^ , (24) 

da allgemein 

<^ö8 2a; =- {^^1 , also ~^, = cos 2 arctg y 

ist. Hieraus ist d' bequem zu berechnen, uud dann ergiebt sich für q 

^ -8in2(ß + ^)- V^**^ 

Da somit sin <p' und cos 9' bekannt sind, so lässt sich R in den 
beiden zu betrachtenden Fällen (20 a) auf die Normalform complexer 
Grossen bringen, r und d sind somit gefunden. 

Die wirkliche Berechnung dieser beiden Grössen wird beträcht- 
lich vereinfacht durch die folgende üeberlegung: In den beiden zu 
betrachtenden Fällen lässt sich Ä, wie gleich gezeigt werden soll, 
folgendermassen schreiben 

^ .1 V 

R = re^^ = 



bringt man nun die linke und die rechte Seite dieser Gleichung auf 
die Normalform einer complexeu Grösse, und trennt in der so sich 
ergebenden Gleichung 
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r (cos + t siii 0) = — ,-T ; — , / 
^ ' ^ a* + 2a cosy + 1 

das Reelle vom Imaginären, so ergeben sich zur Bestimmung von r 

und d die beiden Gleichungen 

jt a« - 1 

r cos = -,— r-Ti ,-T 

a^ -{-^ia cos y + 1 

. «. 2 a sin y 

a* + *ia cosy + l 
Es ist also 

. 2a_ 

2 ^ (y + ^) - 2a cosy ^ __«!_+ J ^^^^ 
'^ "^ (a^+ l) + 2acosy "^ , , 2a 

^'+^ (25) 

. ft 2a . 

Der Ausdruck für r^ lässt sich nun zunächst auf zwei Arten in 
einer für die logarithmische Berechnung sehr bequemen Form dar- 
stellen: Aus der bekannten Gleichung 

1 + tg«a; 
folgt nämlich für 

tg a: = flr, also für o; = arctg a 

, , , « sin 2 arctg a . 
a* + 1 

Den für r^ gefundenen Ausdruck kann man somit folgendermassen 

schreiben 

wenn (26) 

Oft 

tg i; = ^rxi ^^^ y '^ ^^° 2arctg « cos y 

gesetzt wird. Berücksichtigt man andererseits die Identität 

. « 1 — cos 2«? 

so erhält man für r die zweite Darstellung 

r = tg w für cos 2u7 *» cos y sin 2 arctg a. (27) 

Was den Ausdruck von tg 5 betrifft, so verwandelt sich dieser bei 
Benutzung der identischen Gleichung 

^i'^^ = Y^\§ri ^^^^ ^^^ r^ = *S 2arci« a 
in 

tg d = — sin y tg 2 arctg a. (28) 

Ist das einfallende Licht nun zunächst parallel der Einfallsebene 
polarisirt, so ist 
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sin (p cos qp' 
7? — V />i<>« — sin f<p — <p') siny^cosy ^ 
^ ^ Sin (qp + 9 ) sm qp cos <p ^^ ^ 

sin 9' cos qp 
oder mit Berücksichtigung von (22) 



cos qp 

hier ist also 



5p,n/^+^) ' 



cos qp ' '^ '^ ' 



ZU setzen, und für rp und Sp ergeben sich die Gleichungen 

V = ctg(t; + |), 
wenn 

tg t; - cos (/J + d) sin 2 arctg -^^/^ (29) 

gesetzt wird, und 

tg *, = - sin (ß + i^) tg 2 arctg ^ . 

Ist das Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt, so ergiebt 
sich leicht 

sin qp cos qp _ 

D « i^ tg (qp — qp') sin 2 qp — sin 2qp^ ^*P cos qp' 

' * ig (<P + qpj 81" 2qp + sin 2<p' sin qp co s qp , ' 

d. h, es ist sinqp' cosqp' 

r e*^i = — ^ • 

hier muss also 

ft cos qp ^, /, o. 

gewählt werden, man erhält somit für r, und d, die Gleichungen 

rs^ = ctg (v + j), 
wenn 

tg r = cos (/3'— d') sin 2 arctg ^^^^ (29a) 

ist, und ^ 

tg d, ^ sin (ß - '^) tg 2arctg — '-^. 

Von besonderem Interesse ist das Verhältniss — und die Differenz 

^* — Sp^ da diese sich verhältnissmässig leicht experimentell bestimmen 
lassen. Zunächst kann man nämlich den Phasenunterschied der beiden 
Componenteu mit Hülfe eines Apparates ermitteln, der nun beschrieben 
werden soll. Es giebt Substanzen^ auf welche wir schon in der nächsten 
Vorlesung näher eingehen werden, ilie doppeltbrechende oder krystalli- 
nische heissen. Geht durch eine Platte einer solchen Substanz Licht, 
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80 kann dasselbe von zwei verschiedenen Arten sein , nämlich das 
sogenannte gewöhnliche und das ungewöhnliche Licht. Es sind diese 
in zwei auf einander senkrechten Richtungen geradlinig polarisirt, 
und sie pflanzen sich mit verschiedener Geschwindigkeit fort. Lassen 
wir nun das von dem Metalle reflectirte Licht senkrecht durch eine 
solche Platte hindurchgehen ; und zwar so, dass die Polarisations- 
richtungen derjenigen Wellen, welche sich in ihr fortpflanzen können, 
in der Einfallsebene und senkrecht zu ihr liegen, so gehen die beiden 
Componenten mit verschiedener Geschwindigkeit durch die Platte hin- 
durch, und je nach der Dicke derselben wird ihr Phasenunterschied 
geändert werden. Wäre es nun möglich, die Dicke und damit auch 
den Phasenunterschied stetig zu ändern, so würde man den ursprüng- 
lichen Unterschied auch gerade aufzuheben im Stande sein. Es giebt 
nun eine Anordnung des Versuches, welche diesen Zweck zu erreichen 
gestattet, diejenige nämlich, dass die Platte aus zwei spitzen gegen 
einander verschiebbaren Prismen besteht, die Theile einer und der- 
selben Krystallplatte sind, und zusammengesetzt diese wieder ergeben 
würden. Es wirken dann die beiden Theile zusammen gerade so wie 
eine Platte, und hier kann man durch geeignete Verschiebung be- 
wirken, dass die resultirende Platte gerade diejenige Dicke erhält, 
für welche der Phasenunterschied der beiden Componenten gegen- 
einander aufgehoben wird. Ist das der Fall, so ist der reflectirte 
Strahl nach dem Durchgang nicht mehr elliptisch, sondern gerad- 
linig polarisirt. — Ob aber ein Strahl elliptisch oder geradlinig 
polarisirt sei, lässt sich leicht entscheiden mit Hülfe einer sogenannten 
Polarisaiionsvorrichtung, eines Nicol'schen Prismas, oder einer Turmaiin- 
platte, wie wir in der vierzehnten Vorlesung näher darzulegen haben 
werden. Das Kennzeichen ist das, dass wenn ein geradlinig polari- 
sirter Strahl durch eine solche Vorrichtung geleitet wird, er bei passen- 
der Drehung derselben vollständig ausgelöscht wird, während von 
elliptisch polarisirtem Lichte bei jeder Lage des Apparates immer noch 
ein Theil hindurchgelassen wird. Da nun aus der Dicke der Krystall- 
platte, welche nöthig ist, um die Phasendifferenz der beiden Com- 
ponenten aufzuheben, unmittelbar auf diese selbst geschlossen werden 

kann, so hat man ein einfaches Mittel, um Sg — dp zu bestimmen. 

f 
Um dieselbe Aufgabe für das Verhältniss der Amplituden — zu lösen, 

*V 
lasse man Licht, welches im Azimuth von 45^ geradlinig polarisirt 
ist, unter dem Winkel q> auf die Platte auffallen. Dann sind die 
Amplituden der Componenten, welche parallel und senkrecht zur 
Einfallsebene schwingen, einander gleich, das Amplituden verhältniss 

der Componenten des reflectirten Lichtes ist mithin — . Hebt man also 

die Phasendifierenz S, — dp durch Einschaltung der Krystallplatte 



— 1 

+ 1 
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auf, so erhält man geradUnig polarisirtes Licht, für welches die trigono- 

metrische Tangente des Polarisationsazimuthes geradezu gleich — ist; 

es ist also auch dieses Verhaltniss leicht experimentell zu bestimmen. 
Um nun diese Grossen zu berechnen, gehen wir aus von der 
Gleichung 

008 9 C08<p^ 

?i ss-s !i. e^^^s—^p) __ cos {<p + (p') ^_ sin <p sin «p ' 

Bp r cos (qp — (p') cos 9 008 q?' 

sin 9 sin tp * 
ftp 4?i^ €'■<''+*) -1 

^ gm' y 

^ sin» 9 * 

Hier ist also 

zu setzen, bei Berücksichtigung von (27) und (28) ergeben sich 
mithin für die gesuchten beiden Grössen die Gleichungen 

wenn 

cos 2h = cos (/J + Ö) sin 2arctg bQ ^^ 
wird, und (29 b) 

tg {ßs - (Jp) = - sin {ß + ^) tg 2arctg bQ ^. 

Alle diese auf die Metallreflexion bezüglichen Formeln sind zu- 
erst von Cauchy, aber ohne Beweis, gegeben worden. Gestützt auf 
Andeutungen Cauchy's hat sie Eisenlohr*) abgeleitet. 

Statt der Constanten b und ß pflegt man zwei andere einzuführen, 
die der Beobachtung leichter zugänglich sind. Die eine ist ein ge- 
wisser Einfallswinkel, der dem Polarisationswinkel bei durchsichtigen 
Substanzen entspricht, von Brewsler auch mit demselben Namen be- 
legt ist, jetzt aber gewöhnlich ffaupteinfallsunnJcel genannt wird; es 
ist das der Werth 9 von 9, für welchen 



ist; die zweite der beiden neuen Constanten ist der diesem Einfalls- 
winkel entsprechende Werth des Bogens A, der ff heissen möge. Er 
wird das Haupiazimuth genannt und ist das Azimuth der Polari- 
sationsebene des reflectirten Strahles, falls die Phasendifferenz 
seiner Componenten aufgehoben wird und der unter dem Haupt- 
einfallswinkel O eintretende Strahl im Azimuth von 45^ polarisirt ist. 

•) Poggendorffs Annalen Bd. 104. 
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Es ist leicht, die in (22) eingeführten Constanten b und ß durch 
die Grossen O und H auszudrücken. Die für den Haupteinfallswinkel O 
geltende Bedingungsgleicbung 

liefert nämlich zunächst mit Hülfe der zweiten Gleichung (29 b) die 
Relation 

*^ = ^. (30) 

und aus ihr folgt bei Berücksichtigung der ersten Gleichung (29b) 

cos 2ti = cos (/J + d), 
d. h. 

2J7 = /5 + a'. (30a) 

Die Grossen q und d* sind hier aus den Gleichungen (23) zu bestimmen, 
welche sich mit Rücksicht auf (30) und (30 a) folgendermassen schreiben 
lassen 

b^ cos 2/3 = tg^ (sin' d> cos AH + cos' O) 

b'^ sin 2/3 = tg2 sin' <l> sin 4ff. ^^^^ 

Eliminirt man aus ihnen zunächst ß, indem man sie quadrirt und 
addirty so ergiebt sich für b die Gleichung 

^* = tg'* <I> {sin* O + 2sin' d> cos' <l> cos 4/^ + cos* O} 
«.tg'®(l — sin'2a>sin'2iy). 

Führt man jetzt den Hülfswinkel % durch die Gleichung 

sin % as sin 2<1> sin 2 ff 
ein, so geht die Gleichung für b über in 

^ = tg4>^^sl^, (32) 

und mit Hülfe von (31) erhält man für ß die Bestimmungsgleichung 

sin 2/3 =- tg tg X cos 2 ff, (32 a) 

Die Zweideutigkeit, ob 2/3 im ersten oder zweiten Quadranten zu 
nehmen ist, entscheidet sich nach dem Vorzeichen von cos 2/3, welches 
sich aus (31) leicht bestimmt; tUhrt man hier nämlich % an Stelle 
von ^ an, so ergiebt sich 

cos X cos 2/3 = 1 — 2sin' O sin' 2iy; 

da nun cos % positiv sein muss, widrigenfalls sich ein imaginärer 
Werth für b ergäbe, so ist cos 2/3 positiv oder negativ, je nachdem 

sin d> sin 2i7 kleiner oder grösser als j^ 
ist. 



Eilfte Vorlesung. 

Doppelbrechung des Lichtes. Grundhypothese. — Differentialgleichangen der 
Lichtbewegung in einem krystallinischen Medium. -- Untersuchung particulärer 
Integrale derselben, welche ebenen Wellen entsprechen. — Bedingungen dafür 
dass die Wellen transversal sind. — Eiasticitätsellipsoid. — Bestimmung der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der Polarisationsrichtimg ebener Lichtwellen 
in Erystallen mit Hülfe des Elasticitätsellipsoides. ~ Optische Achsen des 
Krystalles. Einachsige und zweiachsige Krystalle. — Gewöhnliche und un- 
gewöhnliche Welle. — Construction ihrer Polarisationsebenen mit Hülfe der 

optischen Achsen. 

§ 1. 

Wir wenden uns jetzt zu einer grossen Klasse von Erscheinungen^ 
auf welche in den früheren Vorlesungen schon einige Male hin- 
gewiesen wurde, zu den Erscheinungen der Doppelbrechung, die sich 
in den Krystallen zeigen, in Körpern, welche sich in verschiedenen 
Richtungen verschieden verhalten. Auch hier wollen wir uns auf 
denjenigen Standpunkt stellen, welchen wir bei der Untersuchung der 
Lichtbewegung in isotropen durchsichtigen Körpern einnahmen, wollen 
also voraussetzen, dass der Aether in irgend einem Körper bei den 
Lichtschwingungen gerade so sich verhält, wie ein elastischer fester 
Körper, auf dessen Theile keine anderen Kräfte wirken, als diejenigen, 
welche eine Folge der relativen Verschiebungen sind. Wir werden 
also wieder auszugehen haben von den Differentialgleichungen für die 
Bewegung eines festen elastischen Körpers, werden diesen jetzt aber 
als hrystallinisch voraussetzen, d. h. annehmen, dass er sich nach ver- 
schiedenen Richtungen verschieden verhält. 

Wir gebrauchen dieselben Bezeichnungen, wie in der ersten Vor- 
lesung, nennen also u, v, w die unendlich kleinen Verrückungen des- 
jenigen Punktes zur Zeit ^, welcher in der Ruhelage die Goordinaten 
X, y, z hat; dann können wir aus der Theorie der Elasticität als be- 
kannt voraussetzen'^), dass die relativen Verschiebungen in unendlicher 
Nähe dieses Punktes allein bedingt sind durch die sechs Differential- 
ausdrücke 



*) Vgl. z. B. Mechanik XXVII. Vorlesung § 1. 



§ 1. Liehtbewegnng in einem krystallinischen Mittel. 193 

^' arc > ^' ^^ de ^ dy 

dw du , dv 

^*^ dt' ^y "" ^* " äy "^ aa? 5 

von diesen sechs Grossen hängen «also auch die Kräfte ab; welche die 
Theilchen in Folge ihrer relativen Verschiebungen auf einander aus- 
üben. Da wir nur unendlich kleine Verrückungen betrachten, so dürfen 
wir annehmen dass die üomponenten der Druckkräfte 

Kg = Zy f Aar = ^» } ^y ==* -«« 

lineare Functionen der sechs Grossen x^^ . . , Zy sind ; sie müssen 
aber auch homogen -sein, weil die Druckcomponenten zugleich mit den 
Verrückungen verschwinden. Die sechs Gleichungen, welche diesen 
Zusammenhang ausdrücken, würden somit im allgemeinsten Falle 
36 Constanten enthalten; zwischen diesen müssen jedoch gewisse 
Relationen stattfinden, die eine Folge davon sind, dass die elasti- 
schen Kräfte ein Potential haben. Bezeichnen wir das Potential jener 
durch die relativen Verschiebungen hervorgerufenen Druckkräfte, be- 
zogen auf die Volumen einheit, durch — F, so ist F eine Function 
der sechs Argumente ^«, ^y, . . . , und man hat 



dF V —7 ^^ 

dx. ' ^•-^y- dy. 



Jf ;r = — -^:;r } y, = Zy= — 



^y = - ^y^ 7 Zx — ^, — — ^^^ (1 a) 

y .^ y F =- ML 

^' dz,' ^y _ r, - - ^^^ 

Da die Druckcomponenten homogene lineare Functionen der Grossen 
Xx9 Vyt • • • > ^y sind, so folgt, dass F eine homogene Function zweiten 
Grades jener sechs Argumente sein muss; die additive Constante, 
welche ihr noch hinzugefügt werden konnte, wollen wir gleich Null 
annehmen. Die 21 Coefficienten von F heissen die Conslanten der 
Elasticität des betreffenden elastischen Korpers, hier also des Aethers 
in dem doppeltbrechenden Krystall. 

Mit Hülfe des Hamilton'schen Principes kann man nun leicht 
die Differentialgleichungen der Bewegung des Körpers aufstellen: 
Wirken keine fremden Kräfte auf denselben, so können sie, wie bei 
einem unkrystallinischen Körper, folgendermassen geschrieben werden 

Kirohhoff, Optik. 13 
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wo die Dichtigkeit f*, welche wir nach den Ergebnissen der achten 
Vorlesung in allen Körpern als gleich annehmen müssen^ gleich Eins 
gesetzt ist. Substituirt man in diese Gleichungen die aus (la) sich 
ergebenden Werthe der Druckcomponenten , so erhält man för die 
Componenten u, v^ w Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Es ist leicht, gewisse Lösungen dieser Gleichungen zu finden, 
nämlich solche, welche die Fortpflanzung ebener Wellen darstellen. 
Zu diesem Zwecke nennen wir /, m^ n die Cosinus der Winkel, welche 
eine Richtung mit den Goordinateuachsen bildet, setzen 

/o; + my + nz « $, (2) 

und nehmen an, dass t/, v, w ausser von t nur von s abhängen. Bei 
einer solchen Bewegung sind ebene Wellen vorhanden, und die durch 
/, m, n bestimmte Richtung ist die der Wellennormale. Die Verrückung 
in der durch s bestimmten Wellenebene zur Zeit t sei 6, und es sei 

«^ + ^2 + y2_i. 

es sind dann a, ß, y die Cosinus derjenigen Winkel, welche eine 
zweite Richtung, die der Verrückung, mit den Achsen bildet. 
Es wird sich zeigen, dass den Diflferentialgleichungen genügt wird, 
wenn a, ß, y gewisse constante, d. h. von s und l unabhängige 
Werthe erhalten. 

Die linken Seiten der Differentialgleichungen (Ib) werden dann 

^ dt* ' ^ dt* ' ^ dt* ' 

um die rechten Seiten zu bilden hat man zu beachten, dass jeder 
der Differentialquotienten von /'nach a;*, y^ . . . eine lineare homogene 
Function dieser Argumente ist, und dass diese Grössen in unserem 
Falle die folgenden Werthe haben 





y.-^ißn + rm)^^ 




z, »= (y/ + an) |j 


dt 


av-(«« + ^/)ff 



(3) 



Jeder dieser Differentialquotienten wird daher gleich -^ , multiplicirt mit 
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einem constanten Factor, und dieser Factor ist der Werth des be- 
treffenden Differentialquotienten, wenn man in ihm die Ausdrücke 
^x , yy , ... durch die constanten Grössen 

y^=^ßm, Zx = yl + an (3a) 

f, c=yn, x^ = am -[- ßl 

ersetzt; bezeichnen wir also den Ausdruck, der aus F durch die- 
selben Substitutionen entsteht, durch F, so lässt sich die erste der 
Gleichungen (la) folgendermassen schreiben 

und entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die fünf anderen dort 
auftretenden Druckcomponenten. Da, wie schon bemerkt, die hier 

auftretenden Factoren von ^ Constanten sind, so wird die erste der 

08 

Differentialgleichungen (Ib) 

^d'a / jdF . ^ dF _.^ dF\ dU dF dU . 

die Richtigkeit des letzten Theiles dieser Gleichung erkennt man un- 
mittelbar, wenn man erwägt, dass 

dx^ dx dx^ 

da ^ öfx. da, 



dass also 



da ^' da ^' da "' 
dx,"^ '^'diy^'' dx, da ^ ^) 



ist. Behandelt man die zweite und dritte Differentialgleichung in 
entsprechender Weise, so erhält man an Stelle des Systemes (Ib) 
in unserem Falle das folgende 

" a«« da d8^ 

^a«<F dF d'c /PCX 

^di^^dß ä? ^^^ 

d^ d^ d^ 
^ a«» "" ay as* * 

Diese Gleichungen sind nur mit einander verträglich, falls 

13* 
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da 

11« V^ß ■ (6) 

ist, wo V^ eine zu bestimmende Constante bedeutet, und unter dieser 
Bedingung reduciren sich dieselben auf die eine Gleichung 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist, wie wir 
im § 4 der ersten Vorlesung sahen, 

o = f,{s^V()+f,{s+ Vi), 

wo /\ und /*2 willkürliche Functionen bedeuten. Die Gleichungen (5) 
stellen also zwei ebene Wellen dar, deren Normalen die Richtung 
(/, m, n) haben, die mit der Geschwindigkeit F, die eine in dieser 
Richtung die andere in der entgegengesetzten sich fortpflanzen, und 
in denen die Verrückungen in der Richtung (a, /3, ;') stattfinden. 
Die Gleichungen (6), welche in Verbindung mit der Relation 

«^ + /3^ + y^== 1 (7 a) 

zur Bestimmung von a, ß, y und V dienen müssen, haben eine ein- 
fache geometrische Bedeutung: Es seien (o;, y^ z) die rechtwinkligen 
Coordinaten irgend eines Punktes einer Fläche, r möge seine Ent- 
fernung vom Coordinateuanfangspunkte, und a, /3, y die Richtungs- 
cosinus der Strecke r sein, so dass also 

x = ra^ tj = rß, z = ry 
ist. Es sei nun 

2F{x, y, z) = 1 oder 2 F(a, ß,y) = ~ 

die Gleichung dieser Fläche, wo F die vorher so bezeichnete Function 
von a, ß, y sein soll. Dieselbe stellt dann eine Mittelpunktsfläche 
des zweiten Grades dar, deren Centrum der Coordiuatenanfangs- 
punkt ist, und zwar ein EUipsoid, da F nie negativ werden kann, 
widrigenfalls das Gleichgewicht, das stattfindet, wenn w, v, w ver- 
schwinden, ein labiles sein würde. Suchen wir nun die Hauptachsen 

dieses EUipsoides, also die Maxima und Minima von ^ , so fallt diese 

Frage mit derjenigen nach den grössten und kleinsten Werthen von 
F{ay ßj y) unter der Bedingung (7 a) zusammen. Zu diesem Zwecke 
haben wir bekanntlich die partiellen Differentialquotienten nach a, /3, y 
der Function 

2F{a, ß,y) ^ V^{a^ + ß^ + y'^ ^ \) 
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einzeln gleich Null zu setzen, und diese Gleichungen in Verbindung 
mit (7a) genügen gerade, um die Grössen a, ß, y und V^ zu be- 
stimmen. Es sind dies aber gerade die Gleichungen (6); mithin 
giebt es für jedes System ebener Wellen drei auf einander senkrechte 
Richtungen, in denen die Verschiebung stattfinden kann, und diese 
sind die Richtungen der Hauptachsen des genannten, von /, m, n 
abhängigen Ellipsoides. Jeder Verschiebungsrichtung entspricht eine 
andere Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen. Da endlich für 
jede Hauptachse 

F» = i-, also -;«F (8) 

ist, so ist für jede Verschiebungsrichtung die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit gleich dem Reciproken der entsprechenden Halbachse des Ellipsoides. 



§.2. 

Ist das betrachtete Mittel ein isotropes, so führt die am Schlüsse 
des vorigen Paragraphen durchgeführte Rechnung stets auf ein Rota- 
tionsellipsoid, dessen Rotationsachse die Wellennormale ist; eine von 
den drei Wellen, die in irgend einer Richtung sich fortpflanzen können, 
ist somit stets eine longitudinale, die beiden anderen, die gleiche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit besitzen, sind transversale; die letzteren 
allein sind Lichtwellen. Im Allgemeinen sind aber die drei ebenen 
geradlinig polarisirten Wellen, welche sich nach den Resultaten 
des vorigen Paragraphen nach einer beliebigen Richtung fortpflanzen 
können, weder longitudinale noch transversale, sondern die Ver- 
schiebungsrichtung bildet mit der Wellennormale einen Winkel, 
welcher von der Richtung der letzteren abhängt. Wenn aber 
gewisse Relationen zwischen den einundzwanzig Constanten der 
Elasticität bestehen, so ist, wie Green"*) gefunden hat, hei jeder Rich- 
tung der Wellennormale die Verrückung in der einen Welle senkrecht, 
in den beiden anderen also parallel der Wellenebene, d. h. es ist dann 
die eine Welle eine longitudinale und die beiden anderen sind trans- 
versale. Man kommt in Uebereinstimmung mit der Erfahrung, wenn 
man annimmt, dass diese Relationen zwischen den Gonstanten der 
Elasticität des Aethers bestehen, und dass die beiden transversalen 
Wellen Lichtwellen sind. 

Wir gelangen zu diesem Ausdruck von F, wenn wir die Be- 
dingungen dafür aufsuchen, dass von den drei Wellen, welche in einer 
Richtung fortschreiten können, die eine ihre Verrückungen genau 
parallel der Wellennormale hat. Es ergiebt sich dann ohne Schwierig- 



*) TraiiBactious of the Cambridge PhiloBophical Society Vol. VIT p. 121, 1839. 
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keit, dass diese BedinguDgen dann und nur dann erfQllt sind; wenn 
2F die folgende Form hat 

+ ^\\{y»^ — ^Vy^») + o^ii^J^ — ^z,x^) + ^aaGV — 4:r^ y^,") (9) 
+ 2a^^{2y,Xa: — y:tZx) + 2a^^{2z»yy—z.jXj;)'\-2ay^\2xyZ,~ x,y^, 

wo die sieben Grossen a beliebige Constanten sind. 

Es ist leicht, dieses Resultat zu verificiren und nachzuweisen, 
dass, falls die iSleichung (9) besteht, in jeder Kichtung genau longi- 
tudinale ebene Wellen sich fortpflanzen können. Substituirt man 
nämlich in (T) die Werthe (3a) von a;;^, yy, . . . , so ergiebt sich für 
F die folgende Gleichung 

2F=aQ{al + ßm + yny 

+ a,, (ym - ßnf + a^^{an - yl)^ + a,,(ßl - am)'' (9a) 

+ 2a^,{an - yl) (ßl - am) + 2a^, {ßl — am) {ym - ßn) 

+ ^^n(y^ — ß^) («^ — yO> 

da 

(ßn + yw)^ — Aßm • yn = (ym — ß^y, 
und 

2(ßn + ym)al — (am + ßl) (yl + an) = (an — yl) (ßl — am) 

ist. Dieser Ausdruck von F genügt aber den Gleichungen 

dF dF a ^F 

^-=^^0«, ap=''o^' Ty^"^«^ 

für a = l, /8 == w, y = n, da 

p + m'' -{-n^^l 

ist, und da jede der sechs Grössen «u, «22 • • • ^^ ^F mit zwei in Bezug 
auf a, ß, y linearen Factoren multiplicirt ist, die für a'=»l^ ß=^m^y^=^n 
verschwinden ; die eine der drei Wellen ist daher stets eine longitudinale, 
und y^Q ist ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die beiden andern 
sind also transversale, d. h. solche Wellen, für welche 

al + ßm + yn^Q (10) 

ist. 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit den in (6) aufgestellten, 
sind jetzt die Schwingungsrichtungen und Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der beiden transversalen Wellen zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke fähren wir neben den beiden auf einander senkrechten Rich- 
tungen der Normale und der Verrückungsrichtung einer Welle noch 
diejenige ein, welche auf jenen beiden senkrecht steht; sind (a, 1>, c) 
die Cosinus derjenigen Winkel, welche diese mit den Coordinaten- 
achsen bildet, so ist bekanntlich 
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a = ym — ßn 

h^an - y/ (11) 

c =a /S/ — am. 

Führt man diese Grössen in den Ausdruck (9a) von 2F ein, und setzt 
zur Abkürzung 

2g «- «„a^ + «,^6' + öf33c2 + 2ö33bc + 2ör3,ca + 2a,,ah, (12) 

so ergiebt sich mit Hülfe von (10) 

F = ^, (12a) 

und diese Gleichung kann wegen (10) einmal nach a, /3 oder y diflfe- 
rentiirt werden. 

Die erste der Gleichungen (6) wird also 



da dh de 



V^a, 



und entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die beiden anderen 
Gleichungen; da nun 

a e= bn — cm 

ß = c/ — an 

y = am — 6/ 

ist; so lassen sich jene drei Gleichungen folgendermassen schreiben 



(ff -^-M «-(!?-''■') " 



und aus ihnen erhält man 

da 



= V'a + (il 



|f = r'b + p/« (13) 

WO fi eine zu bestimmende Grosse bedeutet. Diese Gleichungen 
in Verbindung mit 

a^ + b^ + c' = 1 

/a + ^t> + WC« 

bestimmen a, b/c, F^ und ii. Aus a, b, c, /, m, n findet man dann cc, /8, y. 
Auch diese Gleichungen haben eine einfache geometrische Be- 
deutung: Legen wir nämlich durch den Mittelpunkt des Ellipsoides 



(13a) 
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l-=g(a,B,c), (13b) 

des sogenannten Elasticitäisellipsoides, eine Ebene parallel zur Wellen- 
ebene, deren Normale somit die Kichtungscosinas /, m, n hat^ so be- 
stehen für die Bichtungscosinus (a, b; c) aller in dieser Ebene 
liegenden Radiivectoren des Ellipsoides die beiden Gleichungen (13 a). 
Stellt man sich also die Aufgabe , die Hauptachsen der Ellipse zu 
finden, in welcher das Elasticitätsellipsoid von der genannten Ebene 
geschnitten wird, so erhält man zur Bestimmung ihrer Bichtungs> 
Cosinus ebenso wie in §. 1 die Gleichungen (13). Die beiden aus 
ihnen sich ergebenden Werthe der Fortpflanzungsgeschwindigkeit V 
sind somit die reciproken Halbachsen jener Ellipse, ihre beiden 
Polarisationsrichtungen {a, ß, y) die Richtungen derselben; aber die 
Welle, deren Geschwindigkeit das Reciproke der einen Halbachse ist, 
ist polarisirt nach der Richtung der anderen und umgekehrt. Das sind 
die Fresnefschen Gesetze für die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten und 
Polarisationsrichtungen der Lichtwellen in Krystallen, wenn wir die 
Schwingungsebene und die Polarisationsebene als zusammenfallend 
annehmen. 

§.3. 

Um die Werthe der Fortpflwizungsgeschwindigkeit V der beiden 
Lichtwellen aus den Bestimmungsgleichungen (13) und (13 a) zu be- 
rechnen, ist es zweckmässig, die Coordinatenachsen in die Haupt- 
achsen des Elasticitätsellipsoides, in die sogenannten Elasiiciiäis- 
achsen zu legen. Dann ist 

«•J3 = «31 = «12 = ^N 

und es sei 

«n=«S «22 = ^^ «33 = ^^ 

also 

2g = «2^2 ^ b^i^ + c^c^. (14) 

Dann lassen sich die erwähnten Gleichungen einfacher folgender- 
massen schreiben 

(ö2 — F2)a = fi/ 

(c2_r2)c =^n (15) 

a« -f b2 -j_ c^ == 1 
/a + mb -f- nc = 0. 

Aus ihnen ergiebt sich für V^ die quadratische Gleichung 
welche, wenn man sie mit F* multiplicirt und 
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/2 + ^2 ^ ^2 ^ 1 
hinzu addirt^ auch folgendermassen geschrieben werden kann 

a« — F* ' &* — F* ' c* — F* — ' V^^oa) 

hier ist jedoch die Wurzel F' = auszuschliessen. 

Die aus (16) für V^ sich ergebende quadratische Gleichung lässt 
sich folgendermassen schreiben 

F4 _ P(/2(J2 + ^2) + ^2(^2 + ^2) + ^t(^2 + ^2)) 
+ /2J2^2 ^ ;^2^2ß2 ^ ;,2ö2j2 = Q. 

Löst mau dieselbe auf, giebt dabei dem von V unabhängigen Gliede 
noch den Factor (/^ + ^^ + ^^) ^^^ setzt 

so findet man für die gesuchten Werthe der beiden Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten die Ausdrücke 

F2 = i (/2(*2 + ^2) + m^c^ + «^) + n\a^ + ft')) 

Die Grösse unter dem Wurzelzeichen kann, wie wir sehen werden, 
nicht negativ werden, aber sie kann verschwinden; wir wollen die 
Bedingung dafür aufsuchen. Es seien die drei reciproken Halbachsen 
des Elasticitätsellipsoides 

Oy bf c 

ihrer Grösse nach geordnet, wobei es unbestimmt bleibe, ob a oder c 
den grossesten Werth hat. Von den Grössen A, B, C haben dann A 
und C gleiches, B aber das entgegengesetzte Vorzeichen. Die Grösse 
unter dem Wurzelzeichen lässt sich nun schreiben 
(^A + B — CY — AAB, 

und diese Form zeigt, dass sie nicht negativ sein kann uud nur ver- 
schwindet, wenn 

^ = und A = C 

ist. Diese Bedingungen ergeben für die Richtungscosinus der zu- 
gehörigen Wellennormale 



+ /y^. »-0. "-±/fc 



Die hierdurch bestimmten Richtungen sind bekanntlich die Normalen 
der Kreisschnitte des Elasticitätsellipsoides. In der Optik nennt man 
sie die optischen Achsen. Fällt also die Wellennormale mit einer der 
optischen Achsen zusammen, so sind die Fortpflanzungsgesch windig- 
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keiten der beiden zugehörigen Wellen einander gleich und zwar 
gleich b. 

Es giebt vier optische Achsen, von denen aber je zwei einander 
entgegengesetzt sind. Daher spricht man gewohnlich nur von zwei 
Achsen und wählt deren Richtungen so aus, dass sie einen spitzen 
Winkel mit einander bilden. Wir wollen annehmen, dass für die beiden 
optischen Achsen 



^2 = -y-a^^^^y % = 0, n, = + ]/ ^, -^- 



(20) 



ist, d. h. dass die z-Achse zwischen den beiden optischen Achsen liegt. 
Betrachten wir zunächst den speciellen Fall, dass die optischen 
Achsen zusammenfallen : Nach der soeben getroffenen Festsetzung über 
das Coordinateusystem liegen sie dann in der z-Achse, und dies tritt 
dann und nur dann ein, wenn 

a = b 

ist. Der Krystall heisst alsdann optisch einachsig; alle anderen werden 
optisch zweiachsige Krystalle genannt. Die einfachsten einachsigen 
Krystalle sind diejenigen des regulären Systemes, für sie ist nämlich 

a ==^ b = c y 

sie verhalten sich daher wie isotrope Mittel. Alle anderen Krystalle 
sind doppeltbrechend, und zwar sind diejenigen mit einer krystallo- 
graphischen Hauptachse einachsig; die optische und' die krystallo- 
graphische Hauptachse fallen hier zusammen. Bei den Krystallen, 
die drei senkrechte krystallographische Achsen haben, fallen diese mit 
den optischen Elasticitätsachsen^ unseren Coordinatenachsen, zusammen. 
Bei den anderen Krystallen sind die optischen Elasticitätsachsen für 
die verschiedenfarbigen Lichtstrahlen verschieden. 

Die beiden Werthe von F^ in (19) lassen sich einfacher schreiben, 
wenn man an Stelle der Uichtungscosinus (/, m, n) der Wellennormale 
die Winkel u^ und u^ einführt, welche diese mit den beiden optischen 
Achsen bildet, dann ist nämlich 

//j + nn, = cos t/i 
— //j + ^w, = cos «2, 



(21) 



woraus folgt 



und 



^ = ^y -^^rzrii (cos w, — cos u^ 

« = -2 ^ 52^Z-^« (cos W, + COS t/2) 

w2 = 1 — /2 ~ n}. 
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Schreibt mau nun in (19) die Grosse unter dem Wurzelzeichen in 
der Form 

(^A^ B + Cy — 4AC, 

so findet man mit Leichtigkeit ihren Werth gleich dem Quadrate von 

(a^ — c^) sin w, sin t/j; 

und auf ähnlichem Wege ergiebt sich 

n{b'^+c^) + m^(c^+a') + n2(fl2 + &2)c=a2 + c2+ (a^—c^) cosw, cosw,. 

Bezeichnet man also die beiden Werthe von V durch Fo und r<,, 
ergiebt sich 



so 






a' + c« 



+ 



cos(t/, — W2) 



(22) 



oder, wenn man die halben Winkel einführt, 

Vo" = a^ — (a^ — c2) sin' "^^^ 
V,^ = a« — («2 _ c«) sin2 ?^-±i^ . 

Ist der Krystall optisch einachsig, so ist für jede Richtung der 
Wellennormale u^^=^u^, also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Vq der 
einen Welle = a, d. h. constant. Diese Welle nennt man die ge- 
wöhnliche oder ordinäre^ die andere die ungewöhnliche oder extra- 
ordinäre. Diese Namen hat man auch übertragen auf zweiachsige 
Krystalle, es bezieht sich also in (22) Vo auf die ordinäre, F, auf die 
extraordinäre Welle. 

Auch die Polarisationsebenen der beiden Wellen lassen sich mit 
Hülfe der optischen Achsen in einfacher Weise angeben, wie am 
leichtesten die folgende geometrische Betrachtung lehrt: Die Ebene 
der Zeichnung sei die Wellenebene; die Ellipse der Schnitt derselben 
mit dem Elasticitätsellipsoid, ihre Hauptachsen, OP, OP' geben also die 
Polarisationsrichtung der gewohnlichen und der ungewöhnlichen Welle; 




durch sie und die Wellennormale sind daher die Polarisationsebenen 
jener beiden Wellen bestimmt Es seien ferner die Durchmesser K und 
i^'die Schnitte der Wellenebene mit den beiden Kreisscbnitten; diese sind 
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2 

beide ^=^^9 also einander gleich, und daher sind die Hauptachsen 

der Ellipse die Linien, welche ihre Winkel halbiren. Ziehen wir nun 
die Durchmesser A und A' in der Ebene der Zeichnung senkrecht 
auf den Linien A", so können die gesuchten Richtungen P auch als 
diejenigen definirt werden, welche die Winkel zwischen den Linien A 
halbiren. Die Ebenen, welche durch die Linien A senkrecht zur Ebene 
der Zeichnung gelegt sind, lassen sich aber leicht in Worten definiren: 
Es sind dies die durch die Wellennormale und je eine optische Achse 
gelegten Ebenen, denn in jeder liegt ausser der Wellennormale auch 
eine optische Achse, weil sie auf einem Durchmesser K senkrecht steht 
und dieselbe Eigenschaft auch einer optischen Achse zukommt. Die 
Polarisationsebenen der beiden Wellen halbiren hiemach die Winkel 
zwischen den Ebenen, welche durch die Wellennormale und je eine 
optische Achse gelegt sind. 

Es bleibt noch übrig zu entscheiden, welche von diesen Polari- 
sationsebenen der gewöhnlichen, welche der ungewöhnlichen Welle 
zukommt. Die beiden Ebenen lassen sich dadurch characterisiren, dass 
die eine zwischen den beiden optischen Achsen hindurchgeht, die 
andere nicht. Wir wollen nachweisen, dass die Polarisationsebene der 
gewöhnlichen Welle die erste Eigenschaft hat. Offenbar braucht dieser 
Nachweis nur für eine Lage der Wellenormale geführt zu werden; 
denn wenn diese sich continuirlich ändert, so kann weder die eine 
jener Ebenen in die andere, noch auch die gewöhnliche Welle in 
die ungewöhnliche übergehen , wenn man nur die Lagen der Wellen- 
ebene vermeidet, bei denen ihre Normale in eine optische Achse fallt. 
Für den Fall aber, dass w^ «= Wj "=• 90^ gewählt yird, ist Vo = flr, 
Ve = c; nun erfolgen aber die Verschiebungen derjenigen Welle, deren 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit a ist, parallel der z-Achse, und da diese 
zwischen den optischen Achsen liegt, so geht in diesem, mithin auch 
in jedem Falle die Polarisationsebene der gewöhnlichen Welle zwischen 
den optischen Achsen hindurch. 



Zwölfte Vorlesung. 

Theorie der Lichtstrahlen in einem krystaliinischen Medium. •— Ihre Definition. — 
Bestimmung der Richtung und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Strahles 
bei gegebener Wellennormale. — Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit eines Strahles von gegebener Richtung. ~ Strahlenachsen. —Wellenfläche. — 
Eigenschaften der Wellenfläche. — Gestalt der Wellenfläche bei ein- und zwei- 
achsigen Erystallen. — Hauptschnitte. — Construction der Strahlen zu einer 
gegebenen Welle. Innere konische Refraction. — Construction der Wellenebenen 
zu einem gegebenen Strahle. Aeussere konische Refraction. 

§ 1. 

Wir wollen jetzt die Strahlen in's Auge fassen, die den in der 
vorigen Vorlesung betrachteten Wellen- entsprechen. Denkt man sich 
ebenen Lichtwellen einen undurchsichtigen Schirm in den Weg gestellt, 
in dem eine gegen die Wellenlänge sehr grosse Oeffnung sich be- 
findet ^ so ist die Lichtbewegung nicht geändert innerhalb eines 
gewissen durch den Rand der Oe&ung gelegten CylinderS; während 
sie ausserhalb desselben zerstört ist. Das gilt erfahrungsmässig^ mag 
das Mittel isotrop oder krystallinisch sein. Die Richtung, der der 
Cylinder parallel ist^ heisst die Richtung des den Wellen ent- 
sprechenden Strahles, In einem isotropen Mittel fällt der Strahl mit 
der Wellennormale zusammen; nicht so bei einem krystaliinischen; 
hier bildet vielmehr der Strahl mit der Wellennormale einen Winkel; 
welcher von der Richtung der letzteren abhängt. 

Um nun die Richtung der zu einer ebenen Welle gehörigen 
Strahlen zu finden, werden wir zunächst nachweisen; dass es bei 
ebenen, durch keinen Schirm gehinderten Wellen eine Richtung 
S giebt; welche die merkwürdige Eigenschaft hat, dass für jedes 
Element einer ihr parallelen Ebene die Arbeit des Druckes ver- 
schwindet, den der Aether auf der einen Seite ausübt, dass diese 
Arbeit aber in jedem anderen Falle einen von Null verschiedenen 
Werth hat; durch eine solche Ebene hindurch wird demnach keine 
Arbeit übertragen. Der Erfahrung zufolge kann nun die Licht- 
bewegung auf der einen Seite einer Ebene bestehen, während auf 
der anderen Ruhe herrscht, falls die Ebene dem Strahle parallel ist, 
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welcher der Wellenebene entspricht. Da dies aber andererseits nur 
möglich ist, falls durch die Ebene hindurch keine Arbeit übertragen 
wird, so folgt, dass die Richtung des Strahles keine andere sein kann, 
als die Richtung S. 

Um nun die Richtung des zu einer Welle gehörigen Strahles 
zu finden, denken wir uns eine Ebene, deren Normale die Richtungs- 
cosinus p, g, r hat; die Componenten des auf ihre Flächeneinheit 
ausgeübten Druckes sind dann 

pY^-\-qYy\TY, 
und die von diesem Drucke in der Zeiteinheit geleistete Arbeit 

Berücksichtigt man nun, dass nach (2a) der vorigen Vorlesung die 

Diflferentialquotienten ^, ly> ^ beziehlich mit a, ß, y, und dass 

nach (4) die Druckcomponenten^a-, Fy, . . . , mit den Ableitungen von F 
nach Xxi Vy^ proportional sind, so ergiebt sich, dass die gesuchte 
Arbeit, abgesehen von einem nicht verschwindenden Factor, nämlich 

von (— ^ • öy) , folgendermassen geschrieben werden kann 

pP+qO + rR, 
wo 

dx^ a^y dx, 

ist, und ähnliche Gleichungen für Q und R gelten. Vertauscht man 
aber in der in (4 a) der vorigen Vorlesung abgeleiteten Gleichung 

, aF , dF , dF dF 

dx^ ^ dXy ' dx, da 

die Grössen (a, /3, y) und (/, m, n), welche in den Ausdrücken von 
ix 9 ' ' ' symmetrisch auftreten, so erhält man 

dx^ dx^ öx, <?* 

hierdurch, und durch entsprechende Betrachtungen für Q und R er- 
giebt sich endlich 

jy dF ^ dF j. dF 

^~W ^""ä^' ^""ä^- 

Die Arbeit des auf jene Ebene ausgeübten Druckes verschwindet 
hiernach dann und nur dann, wenn 
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aF , dF , dF r. 



ist. 

Es seien nun |; i?; S ^^^ Cosinus einer neuen Richtung^ die 
dadurch bestimmt sein soll, dass 

ist; die notbwendige und hinreichende Bedingung für das Verschwinden 
der gedachten Arbeit ist dann die, dass 

pl + qn + n = o, 

d. h. dass die Ebene der Richtung (|, ri, g) parallel ist. Die durch 
(1) bestimmte Richtung S ist somit die der zu den ebenen Wellen 
gehörigen Strahlen. 

Um nun |, iy, g zu berechnen, führen wir wieder die Function 
§(a, b, c) ein, und bemerken, dass wegen (11) der vorigen Vorlesung 





dl ac P dh^ 




dm da ^ dt 


und dass femer 


dn db" da P' 



l = ßc — yi 
/w = ya — ac 
n c=a ab — /Sa, 

ist; ersetzt man also die partiellen Ableitungen von ^ durch ihre 
Ausdrücke in (13) der vorigen Vorlesung, und berücksichtigt man 
ausserdem wieder die dort in (11) gefundenen Gleichungen, so er- 
giebt sich 

|f==F^«,-^b (2) 

Damit sind die Verhältnisse der Richtungscosinus |, i;, S bestimmt, 
und wir können hiernach setzen 

5rij = F«»» — pb . (3) 

5Fg = F*n — (»c, 
wo 5 80 zu bestimmen ist, dass 
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5* + fl* + 5*-l (3a) 

wird. Es folgt daraus 

U + vß + ty = o, (4) 

d. h. der Strahl ist, wie die fFeilennarmaie, senkrecht zur Schwingung$- 
richtung. Femer erhält man 

S{ll + rim + in) = V. (5) 

Diese Gleichung lehrt die Bedeutung von S kennen: Da nämlich der 
Goefficient von S o£fenbar der Cosinus des Winkels s zwischen der 
Richtung des Strahles und derjenigen der Wellennormale ist, so sagt 
sie aus, dass V die Projection auf die Wellennormale einer Strecke S des 
Strahles ist; es ist daher S die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Bewegung in der Richtung des Strahles, oder^ wie man sagt, die Fari- 
pflanzungsgeschwindiglceit des Strahles. 

Quadrirt und addirt mau endlich die Gleichungen (3), so ergiebt 
sich zur Bestimmung von ft 

Sirt^V^ + l>.\ oder ft^ = F^CS^ — F^), (6) 

die Grosse ft ist demnach stets reell; sie steht in einer sehr nahen 
Beziehung zur Richtung des Strahles S\ aus (6) und (5) ergiebt 

sich nämlich 

V y« 

cos a = -^ = ,. — - , 

S KF* + fi«' 

oder^ wenn das Vorzeichen von b passend gewählt wird, 

^=F2tgf. (6a) 



§2. 
Wir wollen jetzt die zu den beiden Wellen gehörigen Werthe 
von S aus den Bestimmungsgleichungen (3) berechnen, und zu 
diesem Zwecke die bis jetzt ganz willkürlich angenommenen Coordi- 
natenachsen wieder mit den Elasticitätsachsen zusammenfallen lassen; 
dann bestimmen sich die Grossen a, b, c und f(^ aus den Gleichungen 
(15) der eilften Vorlesung; setzen wir also die hieraus sich ergebenden 
Werthe der erwähnten Grossen in die Bestimmungsgleichungen (3) 
ein, so gehen diese bei Benutzung von (6) über in 



oder 



Q9 J' (\ S^-V^\ T7^C^-S* 
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(7a) 





ÄS VI 

a« - 5* a^-V* 




Srj Vm 
6« — 6« "" ft» — F« 


oder auch 


8i Vn 




'■"— «lO+JiD 


• 


''«-««(> + ;:D 



(7b) 



Die letzte Form ist sehr geeignet, um S durch g, fi, g allein zu 
bestimmen, d. h. um die Geschwindigkeit eines Strahles von gegebener 
Richtung zu finden. Multiplicirt man nämlich die Gleichungen (7 b) 
beziehlich mit 5|, Sri, 5J und addirt sie, so erhält man bei Rück- 
sicht auf die Relation (5) 

a« - liJ« ^ 6« - iS« ^ c« - iS-« ^ Ä» ^' ^^ 

oder durch Addition der identischen Gleichung 

^CS' + ^' + ^-y-o 

Hieraus folgt, dass die Gleichung (8) nicht vom dritten, sondern nur 
vom zweiten Grade in SP ist; sie ergiebt demnach auch nur zwei 
Werthe von S, von denen der eine sich auf den gewöhnlichen, der 
andere auf den ungewöhnlichen Strahl bezieht. Offenbar entsteht sie 
aus der in (16) der vorigen Vorlesung für V gefundenen Gleichung, 
wenn man 

/, m, n, V, a, b, c 
ersetzt durch (9) 

fc f- 1 J_ 1 1 

5) ^> b; ß } ^ » 5 » c ^ 

und daraus ist zu schliessen, dass alle vorher für die Wellennormalen 
abgeleiteten Resultate unmittelbar auf die Strahlen übertragen werden 
können. 

Bei der Betrachtung der Gleichung für V hatte sich ergeben, 
dass sie gleiche Wurzeln hat, sobald die Wellennormale mit einer der 
optischen Achsen zusammenfällt. Auch die Gleichung für S besitzt 
somit gleiche Wurzeln, und zwar ergiebt sich aus (9), sowie aus (20) 
der vorigen Vorlesung, dass dies der Fall sein wird für 

Kirohhoff, Optik. 14 
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, "1 / a« fr« ^ ^ 1 / ^* c* 



(10) 



und zwar ist dann 

S=b. 



Für diese Richtungen also sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der beiden zugehörigen Strahlen gleich und zwar gleich b-^ man 
hat deshalb die jenen beiden Werthsystemen von |, rj^ i ent- 
sprechenden Richtungen die Strahlenachsen genannt. Ebenso wie die 
optischen Achsen stehen sie senkrecht auf der mittleren Elasticitats- 
achse und sie weichen überhaupt nur wenig von jenen ab, da für 
alle Erystalle die Grossen a^ b^ c nicht viel von einander verschieden 
sind. 

Es bleibt uns jetzt noch übrige V durch die Grössen Sj |, r^j £, 
und umgekehrt S durch F, /, m, n auszudrücken. Diese Darstellungen 
ergeben sich leicht^ wenn man die drei Gleichungen (7) oder (7 b) 
quadrirt und addirt, und alsdann entweder die Gleichung (16) der 
vorigen, oder die Gleichung (8) dieser Vorlesung berücksichtigt, denen 
F^ und S'^ genügen; dann erhält man nämlich 



S*- 
. und 



§3. 

Die Beziehungen, welche zwischen den Wellennormalen und den 
zu ihnen gehörigen Strahlen bestehen, lassen sich am einfachsten mit 
Hülfe der sogenannten Wellenfläche angeben, einer Fläche, zu welcher 
man durch die folgende üeberleguDg gelangt: Wir denken uns 
im Goordinatenanfangspunkte eine Lichtquelle und fragen nach 
dem geometrischen Orte aller Punkte P, bis zu welchen sich in der 
Zeiteinheit Licht in dem Krystalle fortgepflanzt hat. Sind dann 
x^ y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines dieser Punkte, g, iy, % 
die Richtungscosinus des Strahles OPy und S die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in der Richtung desselben, so ist offenbar 

x = Sl, y = Sr]j z = 5g, 

wo g, 7j, J; und S durch (8) oder (8a) mit einander verbunden sind. 
Die Gleichung der Wellenfläche ist somit 
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^^ + A^ + e«-^-^+ 1 =0, (12) 



_«>• 4. ^V_ , _?!£!_ _ a2a^ 



oder auch 

wo S^ in der Bedeutung 

52 = .r^ + y2 ^ ^2 
beibehalten ist. 

Um eine wichtige Eigenschaft der Wellenfläche zu finden, suchen 
wir die Richtung ihrer Normale im Punkte (x, y, z). Die ßichtungs- 
cosinus derselben verhalten sich bekanntlich zu einander wie die 
partiellen Ableitungen der linken Seite von (12) nach x, y und z^ sie 
stehen also in den Verhältnissen 

^ \^a* - iS« "T" (a» — S^)^ "1" (6* - Ä«)« "^ (c« - H^) ' 

/ 1 , x'^ j y« , g' \ . 

^ \^6* — ' /S* • (a* - iS'J* "^ (6« - S*j* ■'" (c« — Ä«)* j • 

Die Gleichungen (7b) geben aber, wenn man sie durch SP — V^ 
dividirt und rechts für 0^-3:^ den in (11 a) dafür gefundenen Werth 
setzt, 

F_ __ / 1_ , a;» , y» , s* \ 

S* - F« ' "" ^ \^a« - 6^ "T" ia*-S*)^ "^ (6«— iS«)« "f" (c« — iS«)y 

F / 1^ . ic« , y» , 5» \ 

^'2 __ 71 ^ = y ^52-__ ^ i- (a« -Ä«)« + c6« - Ä«)« "f" (c« - iS«)«j 

F / 1_ , X* , y^ , g« \ 

und hieraus folgt, dass die Richtungscosinus der Normale der Wellen- 
fläche im Punkte (x, y, z) beziehlich gleich /, m, n sind; die in einem 
Punkte P an die WeUenfläche gelegte Tangentialebene ist also der 
zur Strahlenrichtung OP gehörigen Wellenebene parallel« 
Da endlich nach (5a) die Gleichung 

Ix + my + nz=^ V (13) 

besteht, so ist V der Abstand der im Punkte P an die Wellenfläche 
gelegten Tangentialebene vom Anfangspunkte; die Gleichung dieser 
Ebene ist demnach 

lX+mF+nZ==V, 

wo ^, Vy Z die laufenden Coordinaten sind, und V durch die Gleichung 

^' + ^ ?^ 4- -ü' 

a« — F« ' 6« — F« • c«— F« 

mit den Richtuugscosinus (/, m, n) zusammenhängt. 

14* 
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Denkt man sich demnach irgend eine Wellenebene, welche zur 
Zeit / = durch den Coordinatenanfangspunkt hindurch gegangen ist, 
so fällt sie zur Zeit / = 1 mit einer Tangentialebene der Wellenfläche 
zusammen ; die Wellenfläche ist die von allen diesen Ebenen eingehüllte 
Oberfläche. Der zu einer Wellenebene gehörige Strahl geht durch 
ihren Berührungspunkt und den Anfangspunkt. Mit Hülfe der Wellen- 
fläche kann man somit leicht zu einer gegebenen Strahlenrichtung 
die Wellennormalen und zu einer gegebenen Wellennormale die zu- 
gehörigen Strahlenrichtungen finden: Zieht man nämlich im ersten 
Falle vom Anfangspunkte aus eiuen Radiusvector parallel der Strahlen- 
richtung und legt dann durch seine Schnittpunkte mit der Wellen- 
fläche Tangentialebenen an dieselbe^ so sind diese den zu dem Strahle 
gehörigen Wellenebenen parallel, und die vom Anfangspunkte auf sie 
gefällten Lothe ergeben die ihnen entsprechenden Fortpflanzungs- 
geschvirindigkeiten. Umgekehrt findet man die zu einer gegebenen 
Wellenebene gehörigen Strahlenrichtungen, wenn man die zu ihr 
parallelen Tangentialebenen an die Wellenfläche zieht, und ihre Be- 
rührungspunkte mit dem Anfangspunkte verbindet. 

§4. 

Wir wollen uns nun eine ungefajire Vorstellung von der Gestalt der 
Wellenfläche zu bilden suchen. Zuerst bemerken wir, dass sie sym- 
metrisch in Bezug auf unsere üoordinatenebenen ist, da in ihren Glei- 
chungen in (12) und (12 a) nur die Quadrate der Coordinaten vor- 
kommen. Schafft man bei ihrer einen oder anderen Form die Nenner 
fort, so wird sie scheinbar vom sechsten Grade, indessen heben sich 
in (12) die Glieder sechster Ordnung, nämlich S^ fort, während aus 
(12a) der Factor (x^ + y^ + ^^) heraustritt, welcher fortgelassen 
werden kann, da er für uns keine Bedeutung hat« Die Wellenfläche 
ist somit vom vierten Grade. 

Wird der Krystall zunächst als einachsig angenommen, ist also 

flr = Z>, 

so tritt in der von ihren Nennern befreiten Gleichung der Wellenfläche 
«2 — 52 als Factor auf; ein Theil dieser Fläche ist also die Kugel 

a;2 ^ y2 ^ ^2 ^ a7. (14) 

für den anderen Theil ist 

«2(3.2 ^ y2) (^2 - S^) + c^2i?(a^ - 52) = , 

oder bei Fortlassung des Factors S^ 

ci'c^ - a^{x^ -f y') - c^z^ = 0, 



d. h. 



^-^+5=1- 04a) 
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Die Wellenfläche der einachsigen Krystalle zerfällt also in zwei Ober- 
flächen zweiten Grades, sie besteht nämlich aus einer Eugel und einem 
Rotationsellipsoid, dessen Rotationsachse in die optische Achse fällt 
und dieselbe Länge wie der Durchmesser der Eugel hat, welches also 
die Kugel in der optischen Achse berührt. Die Kugel ist die Wellen- 
fläche des gewöhnlichen, das Ellipsoid die des ungewöhnlichen Lichtes. 

Ist das Ellipsoid ein verlängertes, ist also flr > c, so heisst der 
Krystall ein positiver^ in diese Klasse gehört z. B. der Bergkrystall ; 
ist dasselbe dagegen ein abgeplattetes, d. h. a <Z c, so heisst der 
Krystall ein negativer ^ zu diesen gehört der Kalkspath, bei welchem 
die Erscheinungen sich ganz besonders deutlich zeigen und auch 
zuerst entdeckt wurden. 

Bei einem zweiachsigen Krystall findet ein solches Zerfallen der 
Wellenfläche in zwei Theile nicht statt; aber es findet statt bei ihren 
BaupischnHien j den Schnitten mit unseren Coördinatenebenen. Für 
z = wird nämlich die von ihren Nennern befreite Gleichung (12 a) 
einmal erfüllt durch 

dann aber auch durch 






wo jetzt 



52 = a:'^ + y2 

zu setzen ist, d. h. bei Fortlassung des Factors (x^ + y^) durch 
a'^b^ - a^x^ — b'^y'^ = 0. 

Der Schnitt der Wellenfläche und der Ebene z = ist somit ein 
Kreis und eine Ellipse, deren Gleichungen beziehlich sind 

x^ + y^^c^ und -J+»l^l. (15) 

Ganz ebenso ergiebt sich, dass auch die beiden anderen Haupi- 
schnitte der Wellenfläche je ein Kreis und eine Ellipse sind, und 
ihre Gleichungen sind f ür a: = 



y^ + z^^a^ und -j'+|--.l, (15a) 



und für y = 



«« 



22^^2_^2 u^d ^ + :^ = L (15 b) 



Nehmen wir ä > ^ > c an, so haben also die Schnitte etwa 
folgende Gestalt 
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z = 



x = 




y = 

Die Schnittfigur (16 b), welche füry«=0 erhalten wird, besitzt zwei 
gemeinsame Durchmesser 5, 5', es sind das die Strahleuachsen , da 
für sie der gewöhnliche und der ungewöhnliche Strahl dieselbe Ge- 
schwindigkeit besitzt. 

§ö. 

Mit Hülfe der Wellenfläche findet man, wie wir gesehen haben, 
die zu einer Wellenebeue von gegebener Richtung gehörigen Strahlen, 
indem man die zu dieser parallelen Tangentialebenen sucht und ihre 
Berührungspunkte mit dem Anfangspunkt verbindet. Die Radii- 
vectoreu nach den Berührungspunkten sind dann die gesuchten 
Strahlen, die vom Anfangspunkte auf die Tangentialebenen gefällten 
Lothe die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der ihnen entsprechenden 
Wellen. Ist die Wellenebene einer der Achsen parallel, so liegen diese 
Berührungspunkte der Symmetrie wegen im Allgemeinen in dem zu 
jener Achse senkrechten Hauptschnitt. 

Ein hierher gehöriger Fall von besonderem Interesse ist der, dass 
die gegebene Wellenebene parallel der y- Achse und der gemeinsamen 
Tangente von Kreis und Ellipse ist; dann ist die Fortpflanzungs- 
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geschwindigkeit der gewöhnlichen und der ungewöhnlichen Welle 
dieselbe, d. h. die Wellennormale eine optische Achse. In der xz- 
Ebene liegen dann zwei Strahlen OA und OA' in Fig. 15 b, von 
denen der erste mit der optischen Achse zusammenfallt. Aber es sind 
dieses nicht die einzigen, es gehören vielmehr, wie jetzt gezeigt werden 
soll, zu der optischen Achse unendlich viele Strahlen, die alle auf 
einem Kegel liegen. 

Multiplicirt man nämlich die Gleichungen (7 a) beziehungsweise 
mit /, m, n, so ergiebt sich, da die rechte Seite wegen (16) der vorigen 
Vorlesung verschwindet, 

a» _ 6*2 1" 6« "- iS« "• c^ — 5« ** ' 
und zugleich ist 

Nimmt man nun an, dass die Wellennormale mit der ersten optischen 
Achse zusammenfällt, dass also 

' f tt^ — c* ' » ' ^ r a* — (^ 

und 

ist, so gehen diese beiden Gleichungen über in 
a« — ^2 ^ c^-S^ ^ 

und durch Elimination von S ergiebt sich 

während 

r^ + ri' + V = l 
ist. Führt man endlich an Stelle der Richtungscosinus (|, tj, g) 
rechtwiiiklige üoordinaten 

Si = Xf Si]==t/, S^^z 

ein, so lässt sich die gefundene Gleichung folgendermassen schreiben 
b^(x^ + y2 + z2) = (a;/,c2 + zn^a^) {xl^ + zw,). (16) 

Diese Gleichung lehrt, dass die in Rede stehenden Strahlen einen 
Kegel zweiten Grades bilden, dessen Spitze im Goordinatenanfangs- 
puukte liegt. Der Schnitt desselben mit einer Wellenebene 

xl^ -f- ^^1 = Const. 
ist ein Kreis, denn für ihn ist 

b^{x^ + y^ + ^'^) == (pi>h^^ + ^w,a') const, - 
durch ihn lässt sich also auch eine Kugel legen, und eine Kugel und eine 
Ebene schneiden sjch in einem Kreise. In einem Kreise also berührt 
die auf der optischen Achse senkrechte Tangentialebene die Wellenfläche. 
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Dass die optische Achse OA in Fig. lob in dem fraglichen 
Strahlenkegel liegt, wissen wir schon; in ihr schneidet die o^z-Ebene den 
Kegel; sie mussihn aber noch in einer zweiten Geraden OA' schneiden; 
suchen wir die Lage dieser auf, um ein Urtheil über die Oefihung des 
Kegels zu gewinnen. Für ^ «» wird die Gleichung des Kegels 

b''{x'' + z^) - {xl^c^ + zn^a^) (xl^ + zw,) = 0; (16a) 

sind also 

a;w, — z/, « 0, .t v, — zA, = 

die Gleichungen der optischen Achse und jener zweiten Schnittlinie, 
wo Aj und 1/, zwei zu bestimmende Constanten bedeuten, so muss die 
linke Seite von (16 a) identisch gleich 

(a:w, — z/,) (xi/, — eA,) 

sein, und aus den durch Vergleichung der Coefficieuten sich ergeben- 
den Gleichungen 



«^^— n,2ö2=/,A, 



/,w,(c2 + a^) = n,A, +/,i/, 



erhält man leicht 



A, = /jC^, i/| = n, öf^ 

Sind nun 97 und ^ die Winkel jener beiden Schnittlinien mit der 
a;- Achse ; ist also 

so ist d^=i^ — (p dierOeffiiung des Strahlenkegels, und man erhält leicht 

tg rf = i«(^ - .p) = }^^ ^ KEZWEZ) . (17) 

Beim Arragonit z. B. ist für die Fraunhofer'sche Linie D 

^~ 1.53013' 1.68167' ^ " 1 . 68589 ' 

woraus sich dieser Winkel 

d = 1«52' 
ergiebt. 

Auf dem Umstände, dass zu einer ebenen Welle, deren Normale mit 
einer optischen Achse zusammenfallt, der soeben untersuchte Strahlen- 
kegel gehört, beruht die sogenannte innere konische RefracHon zwei- 
achsiger Krystalle. Wir kommen auf diese in der nächsten Vorlesung 
zurück, ebenso wie auf die sogenannte äussere conische Refraciion; 
diese ist eine Folge davon, dass zu einem Strahle, welcher mit einer 
Strahlenachse zusammenfällt, unendlich viele Wellenebenen gehören, 
deren Normalen einen Kegel zweiten Grades bilden. Um diese Be- 
hauptung zu beweisen, gehen wir wieder aus von den Gleichungen (7 a), 
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multiplicireu sie jetzt beziehlich mit a^g, ft^i^, c^g und addireu sie; 
da alsdann die rechte Seite wegen (8 a) verschwindet, so ergiebt sich 
die für jede Richtung des Strahles geltende Gleichung 

a^ — V* 1 52 _ p2 i" c« — F» ~ ' 
während; wie vorher, 

5(6/ + fjm + tn) = V 
isi 

Fällt der Strahl jetzt z. B. mit der ersten Strahlenachse zu- 
sammen, ist also 







^ = 5i=l/i — 1' ^ = ^1=0, e=5i = 

so gehen jene beiden Gleichungen über in 

Eliminirt mau endlich aus ihnen die Grösse V und führt alsdann an 
Stelle der ßicbtungscosinus /, m, n rechtwinklige Ooordiuaten 

VI = x^ Vm = y, Vn "= z 
ein, so ergiebt sich für den geometrischen Ort aller zu einer 
Strahlenachse gehörigen Wellennormalen die Gleichung 

a^c\x^ + y^ + z-^) = h\an^x + c'g.z) (|,x + g.z); (18) 
dieselbe stellt also einen Kegel zweiten Grades dar, und man beweist 
genau wie vorher, dass er durch jede Ebene, welche senkrecht zur 
Strahlenachse, deren Gleichung also 

l\^ + ^2: = const. 
ist, in einem Kreise geschnitten wird 

Die Oeffnung 8 dieses Kegels findet man genau, wie dies bei der 
inneren conischen Refraction angegeben wurde, indem man den 
Winkel aufsucht, welchen die beiden Schnittlinien desselben mit 
der Ebene y «= bilden, oder kürzer noch, wenn man beachtet^ dass 
die hier zu lösende Aufgabe aus der vorher betrachteten durch die 
in (9) angegebenen Vertauschungen hervorgeht. Es ergiebt sich hier 
der Winkel 8 aus der Gleichung 

(19) 
(19a) 



tg(J= ^ 

¥ 
die Winkel d und 8 hängen 

mit einander zusammen. 


also durch die 
d = acig8. 


Gleichung 



Dreizehnte Vorlesung. 



Reflexion und Brechung an der Grenze krystallinischer Mittel — Bestimmung 
der Richtung und der Geschwindigkeit der reflectirten und gebrochenen Wellen. 

— Construction derselben mit Hülfe der Wellenfläche. Aeussere und innere 
konische Refraction. — Berechnung der Richtung und Geschwindigkeit der 
reflectirten und gebrochenen Wellen. — Die Mittel seien einachsig. — Berech- 
nung der Amplituden und der Polarisationsrichtung der reflectirten und ge- 
brochenen Wellen. — Grenzbedingung. — Princip der Coexistenz kleiner Be- 
wegungen. — Aufstellung der vier Bedingungsgleichungen zwischen den Ampli- 
tuden der einfallenden, reflectirten und gebrochenen Wellen. — Das erste Mittel 
sei isotrop, und es sei nur eine gebrochene gewöhnliche oder ungewöhnliche 
Welle vorhanden. — Das einfallende Licht sei in beliebigem Azimuth polarisirt. 

— Das zweite Mittel sei optisch einachsig. — Die Einfallsebene sei parallel 
oder senkrecht zum Hauptschnitte des einachsigen Krystalles. — Es seien beide 

Mittel doppelt brechend und das Licht falle senkrecht auf. 



§ 1. 

Nachdem wir die Lichtbewegung in einem unbegrenzten krystal- 
linischen Medium untersucht haben, wenden wir uns zur Betrachtung 
der Reflexion und Brechung ebener Lichtwellen an der ebenen Grenz- 
fläche krystallinischer Mittel. Wir gehen aus von dem allgemeinsten 
Falle y dass beide Mittel krystallinisch sind ; dieser ist verwirklicht bei 
den Zwillingskrystalien und als specielle Fälle enthält er die , dass 
das erste oder das zweite Mittel ein isotropes ist. 

Die Grenze der beiden Medien sei wieder die a:y-Ebene, ihre 
Gleichung also z = 0; auf das Mittel, in dem z negativ ist, beziehen 
wir ungestrichene, auf dasjenige in welchem z positiv ist, gestrichene 
Buchstaben. Entsprechend den Annahmen, die wir für isotrope Mittel 
gemacht haben, werden wir auch hier als Grenzbedingungen zunächst 
festsetzen, dass für z = 

u = w', V = v\ w = w (1) 

ist. Diese drei Gleichungen sind nicht hinreichend, um, wenn das 
einfallende Licht gegeben ist, das reflectirte und gebrochene voll- 
ständig zu bestimmen, vielmehr werden wir ihnen, wie bei isotropen 
Mitteln, eine vierte Bedingung noch hinzuzufügen haben; aber sie 
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reichen aus , um die Richtung der reflectirten und gebrochenen Wellen 
zu finden, und mit dieser Aufgabe werden wir uns zunächst beschäftigen. 
Wir wollen im ersten und zweiten Mittel Systeme ebener Wellen 
annehmen. Für ein solche» setzen wir 

u = aA sin [^ — y y) 2ä 

V = ßA sin [^ — V t) (^ 

j . /Ix + my + nz t\n 
w = yA sin [ — ~ ^ ~ t)^^' 

Die Grösse V, die positiv gerechnet werden soll, ist dann die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit, A die Amplitude dieser Wellen, (a, ß, y) 
sind die Richtungscosinus der Verrückung. Nehmen wir nun in 
jedem Mittel mehrere Wellensysteme der Form (2) an, welche wir 
durch die Indices 1, 2, . . . unterscheiden wollen, so wird den DiflFe- 
rentialgleichungen der Lichtbewegung genügt durch 

iß) 

wo sich die Summationen auf alle im ersten beziehungsweise im 
zweiten Mittel vorhandenen Wellen beziehen. Damit den Grenz- 
bedingungen (1) genügt werde, sind für z = die Gleichungen 

zu erfüllen für alle Werthe von x, y und /; dies ist nur möglich, 
wenn die sämmtlicheu Coefficienten von x beziehungsweise y unter 
den trigonometrischen Zeichen einander gleich sind, d. h. wenn 

iL = .^ = , . . = Jl, = 7«; = . . . 
Wi fWf w/ m,' 

v, — v, - K7 "" f7 

ist, und alsdann reduciren sich die für z = zu erfüllenden Glei- 
chungen auf solche zwischen den eingefühlten Gonstanten. 

Es handelt sich jetzt darum, zu ermitteln, welche Richtungen 
die einzelnen Wellen haben müssen, damit die Bedingungen (4 a) erfüllt 
werden. Bisher war in dem angenommenen Coordinatensystem nur die 
z- Achse bestimmt; es soll dasselbe nunmehr so gewählt werden, dass 
eine Wellennormale auf der y- Achse senkrecht steht, dass also einer 
der Richtungscosinus m «= ist; nach (4a) sind dann alle Grössen 
f» = 0, es sind also alle Wellensysteme der y- Achse parallel. 

Es sei nun für eine Welle des Systemes tp der Winkel der 
z- Achse und derjenigen Wellennormale, in deren Richtung die 
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Wellen fortschreiten, und zwar werde der Drehuugssinn als der positive 
aufgefasst, für welchen nach einer Drehung um 90® die positive 
z- Achse mit der positiven o;- Achse zusammenfallt. Dann kann für 
jede einzelne Welle 

/ = sin 9, m = 0, n = cos tp 
gesetzt werden, der in (2) angegebene Ausdruck für u geht also in 

j . /x sin (p 4- ^ cos m t\ ck 

u = aA siii (^ -—y ' — -jij 27t 

über, während entsprechende Gleichungen für v und w gelten. Die 
Grenzbedingungen (4a) endlich werden 

sin <pi __ sin qr, sin qp,' sin qpj' fA\\ 

Aus diesen Gleichungen in Verbindung damit, dass alle Wellen der 
y-Achse parallel sind, sind dann die Richtungen der reflectirten und 
gebrochenen Wellen zu bestimmen. 

§2. 

Die Wellenfläche giebt ein einfaches Mittel, um die durch die 
Gleichungen (4 b) bestimmten ebenen Wellen geometrisch zu construiren : 
Die folgende Construction ist für einachsige Mittel schon von Huyghens, 
ihre Verallgemeinerung für beliebige krystallinische Medien von 
Fresnel angegeben worden : Denken wir uns an die Wellenfläche eine 
der gegebenen Wellenebene parallele Tangentialebene gelegt, so wird 
diese, nach der vorher über die Lage des Coordinatensystems ge- 
machten Voraussetzung, die a;y-Ebene in einer zur y-Achse parallelen 
Geraden schneiden. Durch diese Gerade denken wir uns eine zweite 
Tangentialebene an die Wellenfläche gelegt, welche dann ebenfalls 
der y- Achse parallel ist. Dann ergiebt sich leicht, dass diese Tan- 
gentialebene die Wellenebene eines zweiten Systemes ebener Wellen 
sein kann. Sind nämlich 97 und 9, die Winkel jener beiden Wellen- 
normalen mit der z- Achse, so besteht für sie in der That die Gleichung 

sin qp sin qpi 

—y- = ~f7~» 

da die Portpflanzungsgeschwindigkeit für eine Wellenebene nichts 
Anderes ist als das vom Mittelpunkte der Wellenfläche auf die ihr 
parallele Tangentialebene gefällte Loth. Die vom Mittelpunkte nach 
den Berührungspunkten der beiden Tangentialebenen gezogenen 
Linien ergeben alsdann die zu ihnen gehörigen Strahlen, so dass 
auch diese unmittelbar durch unsere Construction gefunden werden. 
Ist die Wellenfläche eine Kugel, wie bei den isotropen Medien, so 
erhält man nur zwei solcher Tangentialebenen, von denen die eine 
einer einfallenden Welle angehören kann ; die andere giebt dann die 
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reflectirte Welle. Ist die Wellenfläche aber eine Fläche vierten 
Grades, so erhält man vier Tangentialebenen, und man kann zwei 
einfallende und zwei reflectirte Wellen haben, von denen dann jedesmal 
die eine eine gewöhnliche, die andere eine ungewöhnliche Welle sein wird. 
Wir haben bis jetzt nur Wellensysteme betrachtet, die in einem 
Mittel verlaufen; um nun dieselbe Aufgabe für den üebergang von 
einem Mittel in ein anderes zu losen, construiren wir für denselben 
Punkt als Mittelpunkt die Wellenebene für das zweite Mittel, und 
machen alsdann die vorher angegebene Construction auch für diese 
Fläche. Jede der so sich ergebenden Tangentialebenen kann als- 
dann die Wellenebene eines Systemes ebener Wellen im zweiten 
Mittel sein ; ist nämlich für eine dieser Wellen F' die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und 9' der Winkel ihrer Normale mit der z -Achse, 
so ist für sie offenbar die Gleichung 

sin qp' sin qp| 

"r~ FT 

erfüllt. An diese beiden Wellenflächen lassen sich dann durch jene 
Gerade im Allgemeinen je vier Tangentialebenen legen, man erhält 
also zusammen acht Wellenebenen, die sämmtlich der ^- Achse 
parallel sind. Von ihnen können gewisse, in dem ersten^ wie auch in 
dem zweiten Mittel, einfallenden, andere wieder reflectirten oder ge- 
brochenen Wellen entsprechen. Welche von den Wellen einfallende, 
und welche gebrochene oder reflectirte sind, kann dadurch unter- 
schieden werden, ob sie nach der Grenze hin, oder von ihr fortgehen, aber 
unsere Construction lässt es bei denjenigen Wellen, welche von der Grenze 
fortgehen, unentschieden, ob es reflectirte oder gebrochene Wellen sind. 
Mit den hier gegebenen Hülfsmitteln lassen sich nun die Er- 
scheinungen der conischen Befraction, auf welche bereits in der vorigen 
Vorlesung hingedeutet wurde, vollständig augeben. Wir denken uns 
zu diesem Zwecke eine planparallele Platte eines optisch zweiachsigen 
krystallinischen Mittels, welche auf beiden Seiten von Luft umgeben ist. 
Auf ihre erste Ebene mögen dann Lichtwellen fallen, die eine solche 
Richtung haben, dass die Normale der im Inneren der Platte fort- 
schreitenden Wellen die Richtung der einen optischen Achse hat. Die 
obere Fläche werde jetzt mit einem undurchsichtigen Schirm bedeckt, 
welcher nur eine kleine Oeffnung frei lässt. Man kann dann näherungs- 
weise sagen, dass durch diese ein Strahl in das Innere des Krystalles 
geht. Wäre die Richtung der Wellennormale eine andere, so würden 
sich im Inneren des Krystalles zwei Strahlen bilden, ein gewöhnlicher 
und ein ungewöhnlicher, jetzt aber erhält man deren unendlich viele, 
welche die Oberfläche eines Kegels erfüllen; eine Kante desselben 
ist die optische Achse selbst, eine zweite liegt in der Ebene des ein- 
fallenden Strahles. Diese Strahlen treffen jetzt die zweite Grenzebene 
und erleiden hier eine Brechung. Da die Wellennormalen aller dieser 



222 Dreizehnte Vorlesung. 

Strahlen im Krystalle der optischen Achse desselben parallel waren, 
so tritt aus der Platte ein Strahlencylinder aus, dessen Kanten dem 
einfallenden Strahle parallel sind. Diese Erscheinung heisst die innere 
conische Refraciion. 

Es sollen jetzt die beiden Oberflächen mit einem undurchsichtigen 
Schirm bedeckt werden , in deren jedem eine kleine Oeffhuug so 
angebracht ist; dass die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte gerade 
in eine Strahlenachse fallt, und es mögen von allen möglichen 
Richtungen aus ebene Wellen auf die Oberfläche auffallen. Es wird 
dann auch ein Wellensjstem geben, welches so gerichtet ist, dass die 
Strahlen im Inneren des Krystalles gerade von einer Oeffhung zur 
anderen geben. Von diesen wird ein Theil durch die zweite OeflF- 
nung austreten, und gerade diesen wollen wir ins Äuge fassen. Um 
die in die Luft tretenden Strahlen zu finden, müssen wir die Wellen- 
normalen suchen, welche zu den Strahlen im Inneren gehören. Im 
Allgemeinen giebt es deren nur zwei ; da der hier betrachtete Strahl 
aber mit einer Strahlenacbse zusammenfällt, so gehören zu ihm unend- 
lich viele Normalen, welche einen ganzen Kegel erfüllen und zu denen 
die Strahlenachse selbst gehört; eine jede derselben liefert die Normale 
einer gebrochenen Welle, mithin auch einen gebrochenen Strahl , und 
zwar fallen diese in der Luft zusammen, so dass Wellennormale 
und Strahl hier dasselbe ist. Es werden also aus unserer Platte 
unendlich viele Strahlen austreten, die einen Kegel bilden, und dieses 
Phänomen nennt man äussere conische Refraction. Die Gleichungen, 
welche die Oeffhung und die Lage dieser Kegel bei der inneren und 
bei der äusseren Refraction geben, sind in § 5 der vorigen Vorlesung 
bereits gefunden worden. 



§3. 

Wir wollen jetzt die im vorigen Paragraphen mit Hülfe der 
Wellenfläche construirten reflectirten und gebrochenen Wellen durch 
die Rechnung zu bestimmen suchen. Die Portpflanzungsgeschwindig- 
keit V einer jeden Welle hängt mit den Richtungscosinus ihrer 
Normale durch eine Gleichung zusammen, die wir in (19) der eilften 
Vorlesung für den Fall aufgestellt haben, dass die üoordinatenachsen 
die Krystallachsen sind. Hier haben wir zwar eine andere Lage des 
Coordinatensystemes, aber dafür die Vereinfachung, dass die Wellen- 
normalen alle senkrecht zur ^- Achse sind. Hier finden wir diese Glei- 
chung auf folgendem Wege. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der zu einer Wellenebene 
gehörigen gewöhnlichen und ungewöhnlichen Welle standen in einer 
sehr einfachen Beziehimg zu den Hauptachsen derjenigen Ellipse, in 
welcher eine durch den Mittelpunkt des Elasticitätsellipsoides parallel 
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zur Wellenebene gelegte Ebene dasselbe schneidet: Nach (12) und 
(12 a) der eilften Vorlesung sind nämlich die reciproken Halbachsen 
dieses Schnittes die beiden Werthe von V, welche zu der betreflfenden 
Wellenebene gehören. 

Es war nun die Gleichung des Elasticitätsellipsoides 
1 = 0,1x2 + «22!/^ + ^33^^ + 2flf23y'2r + 2a.^^zx + 2a^^xi/, (5) 
und die Gleichung der durch den Anfangspunkt gelegten Wellenebene 
X sin q) '\- z cos qp = 0; (6) 

die gesuchte Schnittellipse ist demnach durch die beiden Bedingungen 
(5) und (6) gegeben. Es seien nun {x, y, z) die rechtwinkligen Coordi- 
naten irgend eines Punktes dieser Ellipse, r der zu ihm gehörige 
Radius vector und •9' der Winkel, den dieser mit der y-Achse macht, 

so dass also 

y = r cos d' 

ist; dann kann man setzen 

o; B= r sin ^ cos 9), y = r cos d-, z = — r sin d' sin 9, (7) 
da hierdurch die Gleichungen 

X sin <p -^ z cos (p = 0, r' = a;^ -}- y' -[- z^ 
erfüllt werden. Setzt man diese Werthe der Coordinaten in (5) ein, 
so ergiebt sich die folgende Gleichung der Schnittellipse 

-^ »= (ajjcos^g? +^33 sin^^? — 20,3 cos q> sin q>) sin^O" 

+ a2200s^d^ + 2(^12 cos 9 — «28 ^^^ 9) cös d' sin d^, 
und wir haben jetzt diejenigen Werthe von 0* aufzusuchen, welche 
einem Maximum oder einem Minimum von -^ entsprechen. Betrachtet 
man sin 4^ und cos ^ als zwei Variable^ die der Bedingung 

sin^ d' + cos^ -ö" = 1 
genügen, und versteht man unter V^ zunächst einen unbestimmten 
Factor, so findet man hieraus zur Bestimmung der beiden Werthe 
von V^ die beiden Gleichungen 

= (a,, cos^ q> + «33 sin^ 9 — 2a,3 cos 9? sin g> — V^) sin 0* 

+ (öfi2 cos 9 — «23 sin q)) cos d', (8) 
= (a,2 cos q> — «23 si^ 9^) sin ^ + (a^^ — F^) cos ^ , 
und da diese nur dann zusammen bestehen können, wenn ihre Deter- 
minante verschwindet, so erhält man für V die biquadratische 
Gleichung 

(rt^^ cos^ 9 + %3 siü^ 9? — 2öf,3 cos tp sin (p — V^) («22 — ^^) (9) 
— («12 cos 9? — «23 siii 9)' = t), 
während sieh aus den beiden Gleichungen (8) leicht ergiebt 

r/2 K . 
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es Ist also V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der betreffenden Welle. 
Endlich eAält man aus (7) und aus der zweiten Gleichung in (8) 
für die Richtungscosinus (a^ b; c) der Hauptachsen die Ausdrücke 

a = sin d cos 9, b ■= cos ^, c = — sin ^ sin 9, (10) 
wenn d der Gleichung genügt 

tg^= y^-^ ^ ^ (10a) 

° ait cos <p — Oj, sin <p ^ ^ 

Sind also wieder (a, ß^ y) die Richtungscosinus der zu einem Wertiie 
von V gehörigen Schwingungsrichtung, so ist 

a = — cos g) cos d, /3 = sin d, y «=» sin tp cos ^, (10 b) 

denn hierdurch ist die Richtung bestimmt, welche senkrecht auf der 
Wellennormale und der gewählten Halbachse steht. 

Es mögen nun wieder 9?i , F, sich beziehen auf ein gegebenes 
Wellensystem % V auf ein zweites, unbekanntes, welche sich beide im 
ersten Mittel bewegen. Zwischen V und 97 besteht dann ausser der 
vorher gefundenen Gleichung (9) noch die andere 

-^^^•-, (11) 

sin 9 Bin 9i' ^ ^ 

setzen wir den aus ihr sich ergebenden Werth von F' in (9) ein, 
dividiren sie dann durch cos^ 97 und benützen die Identität 

so ergiebt sich zur Bestimmung des der zweiten Welle entsprechen- 
den Winkels 9 die biquadratische Gleichung 

- («,2 - «23 tg 9)' (1 + tg^ 9>) = 0. 

Beziehen sich jetzt fp und V' auf ein unbekanntes Wellen- 
system im zweiten Mittel, und werden die Gonstanten hier durch 
gestrichene Buchstaben bezeichnet , so gelten die entsprechenden 
Gleichungen 

^ ^' (IIa) 



Sin 9 sin qp| 

(«t/- 2^13 tg<p' + («33'- 3J^) tg>') (<+ («,; - -^) tg^ 9) 

- («12' - «23' tg <pT (l + tg^ 9>') - 0. (12a) 

Sehen wir nun zu, wie viele verschiedene Wellen in jedem der 
beiden Mittel vorhanden sein können: Aus den Gleichungen (10b) 
und (11) und den entsprechenden, welche für das zweite Mittel 
gelten, ergiebt sich, dass durch jeden Werth von tg 9 und tgigp' 
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die zugehörigen Yerrückungen im ersten oder im zweiten Mittel bis 
auf einen gemeinschaftlichen constanten Factor eindeutig bestimmt 
werden; einem jeden der aus (11) und (12) sich ergebenden Werthe 
Ton tg (p und tg qp' entspricht also nur eine Welle ^ und da beide 
Gleichungen biquadratische sind; so können hiernach yier verschiedene 
Wellen im ersten ^ und vier im zweiten Mittel Torhanden sein. 

Es sei nun tg (p eine reelle Wurzel der biquadratischen Glei- 
chung (12), dann kann die ihr entsprechende Welle im ersten Mittel 
bezeichnet werden entweder als eine einfallende, oder als eine reflectirte 
oder gebrochene^ als eine einfallende, wenn sie angesehen werden kann 
als herkommend von einem unendlich entfernten Erschütterungsmittel- 
punkte, welcher in demselben Mittel liegt, also eine unendlich grosse 
negative z-Ordinate hat, als eine reflectirte oder gebrochene Welle, 
wenn das nicht der Fall ist. Ist das Mittel ein isotropes, so ist diese 
Alternative leicht zu entscheiden, da dann der Erschütterungsmittel- 
punkt auf der xückwärts verlängerten Wellennormale liegt. In diesem 
Falle ist also die Welle eine einfallende oder nicht, je nachdem cos 9 
positiv oder negativ ist. Anders verhält es sich im Allgemeinen bei 
den doppeltbrechenden Medien: Hier wird die Natur der Welle in 
der genannten Hinsicht durch den zugehörigen Strahl bestimmt, der 
mit der Wellennormale einen, wenn auch kleinen Winkel bildet: 
Die Welle ist eine einfallende oder nicht, je nachdem dieser 
Strahl einen spitzen oder stumpfen Winkel mit der z-Achse bildet. 
Indessen gilt auch hier dasselbe Kriterium wie bei isotropen Mitteln, 
wenn nur sin' 9 unterhalb einer gewissen Grenze liegt, einer Grenze, 
die nur wenig kleiner als Eins bei allen Krystallen ist, welche eine 
kleine Doppelbrechung besitzen. 

Durch Betrachtungen, die an die Wellenfläche zu knüpfen sind, 
lässt sich beweisen, dass^ wenn die Gleichung (12) vier reelle Wurzeln 
hat, zwei von ihnen einfallenden, die beiden anderen reflectirten oder 
gebrochenen Wellen entsprechen, und dass eine einfallende und eine 
reflectirte oder gebrochene Welle vorhanden ist, falls die genannte 
Gleichung nur zwei reelle Wurzeln besitzt. Dasselbe gilt von der 
Gleichung (12 a) für das zweite Mittel. Jede reelle Wurzel dieser 
Gleichungen bestimmt bis auf Vielfache von 2n eindeutig einen Werth 
von 9>, wenn man hinzunimmt^ dass nach (11) sin 9) und sin 9)^ von 
gleichem Vorzeichen sind. Eine der Wellen im ersten Mittel ist die 
gegebene, da r = Fi, q) = tp^ eine Lösung der zwei Gleichungen 
ist, aus denen die biquadratische folgt. Da die imaginären Wurzeln 
paarweise auftreten, so folgt zugleich, dass eine reflectirte Welle 
stets reell ist; die zweite einfallende und die zweite reflectirte können 
aber imaginär sein. 
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§4. 

Will man die entwickelten Gleichungen auf specielle Fälle 
anwenden; so muss man die Elasticitatsconstanten des Aethers 
ausdrücken durch die Langen der Hauptachsen des Elasticiföts- 
ellipsoides und die Winkel ^ die diese mit den Coordinatenachsen 
bilden. Es seien für das erste Mittel a^ b^ c die reciproken Halb- 
achsen des Elasticitätsellipsoides, es sei also 

seine Gleichung, bezogen auf ein neues System {i, r^y i), dessen Achsen 
mit den Hauptachsen zusammenfallen, und die folgende Tafel gebe die 
Cosinus der Winkel an^ die diese mit den Coordinatenachsen bilden 
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Da in Bezug auf das ursprüngliche Coordinatensysiem die Gleichung 
des Elasticitatsellipsoides 

«11 ^' + «22^^ + «33^^ + 2ö23yz + 2a^^zx + 2a,^xy = 1 , 
und da femer 

i = px + gy + rz 

ist, so ergeben sich hiemach die folgenden Ausdrücke für die sechs 
Constanten an 

«,. -«W + ^W + ^V, 
a,, = a^g,' + b^q^'' + c'g\ 

Die vollständige Bestimmung der reflectirten Wellen wollen wir 
hur in dem Falle durchführen, dass das Mittel einachsig ist; wählen 
wir die {;- Achse als optische Achse, nehmen wir also 

b = a 

an, so gehen die obigen Gleichungen über in 

«II = «^ + {c^ — «^)P' ; ' «23 = (^^ — «^)^^ 

a,, = a^ + (c^ - a^)g' , «3, = (c^ - a'^)rp (13a) 

«33 = ö' + {c^' - ö^)r^ , a,, = (f ^ a^)pg, 
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WO jetzt also p, q^ r die ßiehtungscosmus der optischen Achse sind. 
In diesem Falle wissen wir schon, dass die Gleichung zwischen V 
und (p in zwei lineare für V^ zerfallt, die eine, auf eine gewöhn- 
liche Welle bezügliche, ist 

V^ = ö^ 

die andere, für eine ungewöhnliche geltende, ist 

F2 = a^ + (c^ — «') siri^M, 

wo u wieder den Winkel bedeutet, welchen die Wellennormale mit 
der optischen Achse bildet Da nun die Richtungscosinus jener beider 
Richtungen beziehlich 

sin g), 0, cos <p und Pj g.y ^ 
sind, so ist 

cos f^ = p sin 9) -f- r cos 9, 

es ergiebt sich also für die ungewöhnliche Welle die Gleichung 

F^ «=3 c^ + (a^ — c^) (p sin 9 + ^ c^s (pf. (14) 

Die Richtungscosinus (p, 9, r) der optischen Achse wollen wir 
nunmehr durch zwei unabhängige Grössen aus- 
drücken : Zu diesem Zwecke denken wir uns aus ^*^' '^' 
dem Mittelpunkte einer Kugel mit dem Radius 
Eins vier Strahlen gezogen, welche den drei Co- 
ordinatenrichtungen , sowie derjenigen der op- 
tischen Achse parallel sind, und die Eugelflache 
beziehlich in x, y, z und A schneiden mögen. 
Verbinden wir dann die drei Punkte x, y, z 
mit einander und A mit y durch grösste Kreise, 
bezeichnen den Bogen Ay mit v und den Winkel Ayz mit w, so 
ergeben sich für die Cosinus der Winkel Ax, Ay, Az, welche mit/?, q, r 
identisch sind, bekanntlich die folgenden Gleichungen 

p = sin t; sin n; , q = cos t; , r = sin v cos w. (14 a) 

Setzt man diese Werthe für p und r in die Gleichung (14) für V^ 
ein, so geht sie über in 

F2 = c^ -|- (a^ — c^) sin^ v cos^(g) — w). (14 b) 

Die biquadratische Gleichung für tg (p ist daher für einachsige 
Krystalle durch die beiden Gleichungen 

sin' <p sin^ qp| 
und (15) 

c' + (fl' — c*) sin» V C08« (qp — w) F|» 

sin* qp bin* qpi 

ZU ersetzen, welche in Bezug auf tg 9) vom zweiten Grade sind. Es 
können hier noch die beiden Fälle unterschieden werden, dass die ge- 
gebene einfallende Welle eine gewöhnliche oder eine ungewöhnliche ist. 

15* 
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Ist endlich das Mittel isotropi so hat man 





«22 = ^! 



a«, = ö, 
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(15a) 

^23 = "31 = «12 = LT 

ZU setzen, und als Richtungen der Hauptachsen des Elasticitätsellip- 
soides können irgend drei auf einander senkrechte Richtungen an- 
genommen werden. 

§5. 

Wir wollen uns jetzt zur Untersuchung der Amplituden der an 
der Grenzebene z = der beiden krystallinischen Mittel reflectirten 
und gebrochenen Wellen wenden. Wir haben dabei weiteren Ge- 
brauch von den Grenzbedingungen 

w = m', t; a= tf', w=^w' (16) 

zu machen; zu diesen ist aber noch eine vierte zu fügen , und diese 
finden wir durch die bereits bei den isotropen Mitteln benutzte Hypo- 
these ^ dass nur transversale Schwingungen auftreten, und dass die 
Arbeit der KräftC; welche an der Grenze die wägbaren Theile auf die 
Aethertheile ausüben, gleich Null ist. Diese Annahme führt durch 
dieselben Betrachtungen hier wie dort zu der Gleichung 

Z,) = 0. 



|^(^/-^.) + |?(n'^n) + |^(z/. 



dt 



dt 



Formen wir diese Bedingung wieder um, indem wir die Diffe- 
rentialquotienten öT; ^1 -^ durch die ihnen proportionalen Ver- 

rückungscomponenten u, v, to ersetzen, so lässt sich diese vierte 
Grenzbedingung folgendermassen schreiben 

u (^/ - ^,) + t; {y/ - n) + m; (Z/ - Z,) = 0. (17) 

Wir zeigen zunächst^ dass diese quadratische Gleichung auch hier 
durch zwei lineare und homogene ersetzt werden kann, von denen 
die eine bei Rücksicht auf die übrigen Bedingungen eine Folge der 
anderen ist, falls keine von ihnen identisch erfüllt wird. Ist das ge- 
zeigt, so ist bewiesen, dass auch hier das Princip der Coexisienz zweier 
Lichthewegungen gilt. 

blMi^n, stellen wir die Ausdrücke für 
'■' ( l ) der eilften Vorlesung 



Um dieae Gleichuöi 
die D rucke onipo Heilten 



- jr.— 



wo jet 




von 2f in 
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o^x + y^ + Z: =0 
fortfällt, durch welche die Wellen als transversale charakterisirt 
werden. Hieraus folgt 

— ^, -= «22^* + 2ö,3yy — öj^y^ — a^^Xy 

— r^ -= a^^y^ + 20330:;, — Oi^x, — Oi^Xy (18) 

— -^s =» — 2flrj,yy — 2^22^^ + 2a|2a:y. 

Substituirt man diese Ausdrücke für die Druckcompouenten in die 
Differentialgleichung (Ib) der eilften Vorlesung 

^f^ _ dX^ dY^ dZ^ 
dt^ dx dy dz ' 

und setzt dann für die Grössen x^j yyy ... ihre in (1) der eilften 
Vorlesung gegebenen Werthe, so erkennt man leicht, dass diese 
Gleichung in der folgenden Form geschrieben werden kann 

d^jo dÄ_dB /.q\ 

wenn zur Abkürzung 

^ = ^2» Kdz "" dy) + ""'' y^di^di) + ""'' ^dy - dx) 

gesetzt wird. 

Auf das zweite Mittel beziehen wir, wie früher, die gestricheneu 
Buchstaben. Die beiden linearen Grenzbedingungeu, von welchen wir 
beweisen wollen, dass sie die quadratische Gleichung (17) vertreten 
können, sind diejenigen, welche besagen, dass die beiden Aus- 
drücke A und B in (19a) ungeändert bleiben, wenn man den Grössen 
u, r, w und a Striche beifügt, dass also 

A = A\ B = B' (20) 

ist. 

Dass diese beiden Grenzbedingungen bei Rücksicht auf die übrigen 
nicht unabhängig von einander sind, schliessen wir daraus, dass aus 

ihnen die Gleichung 

dhß d^ 
dt^ ** dt^ 

folgt, welche eine identische Folge von (16) ist. Dass aus ihnen 
und den für die ganze GrenzflSche bestehenden Gleichungen (16) die 
vierte Grenzbedingung (17) sich ergiebt, lehrt die folgende Rechnung. 
Mit Hülfe der Gleichungen (18) und der entsprechenden, welche 
für das zweite Mittel gelten, bilden wir den Ausdruck für Äz' — Äg, 
indem wir für die Grössen x*, t/y, . . . , Xm\ Xy, . . . ihre in (1) 
der eilften Vorlesung angegebenen Werthe setzen. Hier sind die 
Ableitungen der Verrückungscomponenten nach x und y wegen der 
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Grenzbedingungen (16) für beide Mittel einander gleich; während 
wir mit Hülfe der ersten der neuen Bedingungen (20) aus dem 

gefundenen Ausdruck ^, ^** , ^, -^ eliminiren können. Dann 
erhalten wir 

auf entsprechende Weise findet man 

-^ («.I-«M)g-y + («23-«V3)^^-(«.2-«.2),,^-(«.3-«.3)gy- 

Hierzu fügen wir ohne Aenderung 






Multiplicirt man diese drei (jleicbungen beziehlich mit ?/, v, w und 
addirt sie, so erhält man eine Relation, deren linke Seite bis auf den 

Factor -- mit der linken Seite der Bedingung in (17) zusammenfällt, 

und deren rechte Seite ist 

+ («23 - «.3') («'S-« 10 + («3. - «3,') (« % - V ^p (21) 
I / '\ // dv dtv\ , / du dtc\\ 

+ («.2 -«,2) ((«'ä^ - "aJ + {«'sy - «äy))- 

Man kann nun ohne Schwierigkeit nachweisen, dass dieser Aus- 
druck bei Rücksicht auf die Grenzbedingungen (16) verschwindet: 
Es ist nämlich z. B. 

dy dy oy ^v^' 

und entsprechend können alle übrigen Coefficienten so geschrieben 
werden, dass sie mit der Ableitung nach x oder nach t/ des Verhält- 
nisses von je zweien der drei Yerrückungscomponenten u, v, w multi- 
plicirt sind. In dem hier betrachteten Falle setzten sich nun alle Yer- 
rückungscomponenten aus mehreren Theilen zusammen, deren Phasen 
aber für z = dieselben waren, für welche also die Phase als ge- 
meinsamer Theiler heraustrat. Es sind somit die Verhältnisse u:v:w 
von X und y unabhängig, und daher verschwinden alle in (21) auf- 
tretenden Ausdrücke, oder die ganze rechte Seite; die vierte Grenz- 
bedingung ist also eine Folge der beiden linearen Gleichungen (20). 
Bei dem durchgeführten Beweise hatten wir benutzt, dass die 
Z' Achse die Normale der Grenzebene ist, hatten aber die Richtungen 
der X' und y- Achse einstweilen beliebig angenommen. Wir wollen 
jetzt wieder die y-Achse einer Wellenebene parallel annehmen, dann 
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gilt dasselbe für alle Wellenebenen, und die sämmtlichen Verrückungs- 
componenteD sind von y unabhängig; die Gleichung (19) geht dann 
über in 

dt* "" dx ' 

und daraus folgt; dass die vierte von den fünf Grenzbedingungeu bereits 
eine Folge der Gleichung w tr:^ w' ist^ also fortgelassen werden kann. 
Die vier Grenzbedingungen sagen dann also aus, dass 

M, Vf w 

und (22) 

«II ^£ -r öi2 v^^ " diJ — ^13 g^ 

ungeändert bleiben müssen ^ wenn man den Zeichen a, u, v, w 
Striche beifügt. 

Im Allgemeinen konnten sich nun in jedem der beiden Mittel 
mehrere ebene Wellen bewegen; die vier Bedingungen (22) ergeben 
somit Gleichungen zwischen den Amplituden derselben. Unterscheiden 
wir diese Systeme wieder durch Indices, setzen wir also 

«, = A, «, sin (* "" "' + * '"^ - jr) 2« 
V, = A, ß, sin (^«'° "i+i e?L«?.' -^)2n 

j . /x sin q>t + z cos qp. t\ n 

«^1 = ^1^1 su^V ^-y - f) ^^^ 

während entsprechende Ausdrücke für die übrigen Wellen im ersten 
und zweiten Mittel gelten, so gehen diese Bedingungen über in 

"' A (23) 

2t^ i^^^^^^ ^^®^« ~ ^»3 siu <Pi) - «12 («I cos 9), - y, sm 9,)) 

=2'^(^i'(^n'cos9)j'— a,3'sin<p,') - a,2'(«i'cos9)/ — y/ sin 9,')). 

Wir hatten aber in (10 a) und (10b) für die Richtungscosinus (a, ß, y) 
der VerrückuDg in jeder einzelnen Welle die folgenden Werthe gefunden 

a =» — cos g) cos d, /S = sin d, y «= sin g) cos d, 
wo 

tg^ = Elz:_««. 

^ an cos g) - a,g sm <p 

ist, und wo d' den Winkel zwischen der y- Achse und der Normalen zur 
Polarisationsebene, oder was hier offenbar dasselbe ist, den Winkel 
zwischen Eiofallsebene und Polarisationsebene bedeutet; substituirt 
man diese Werthe in unsere Grenzbedingungen und berücksichtigt 
überdies; dass 
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r, ^ V« -/■'-,= 

sin <|p| BiD ^t ^üi q>i 

ist, SO gehen dieselben über in 

^ A^ cos g)^ cos 0", =^, .4,' cos g?,' cos -Ö*/ 

2^1 «in ^1 = 2^i' sin ^/ (24) 

^ A^ sin 9), cos ^'^ =^ ^1' sin (p^ cos O*,' 

2^81^^ (®^° ^* *^^** ^^"^ ^' " ^'^ ^^" ^^^ ■*■ ^*^ ^^^ ^^) 

=2 8i^97 (^^" ^iX^ii'cos 9>,' - «,3' sin 9)/) + 0,2' cos ^,'). 

Im vorigen Paragraphen war gezeigt worden, dass das ganze System 
im Allgemeinen aus acht Wellen besteht, von denen vier dem einen, 
vier dem anderen Mittel augehören. Zwischen den acht Amplituden 
derselben bestehen also die vier linearen homogenen Gleichungen (24), 
vier von diesen können demnach beliebig gewählt werden^ z. B. so, dass 
von den vier einfallenden Wellen, welche im Allgemeinen vorhanden 
sind, die Realität aller acht Wellen vorausgesetzt, drei verschwinden 
und die vierte eine gegebene Amplitude bat; die Gleichungen (24) lehren 
dann die Amplituden der beiden reflectirten und der beiden ge- 
brochenen Wellen kennen. 



§ 6. 

Die allgemeine, jetzt entwickelte Theorie soll nun zunächst 
durch die Annahme specialisirt werden^ dass das erste Medium ein 
isotropes, etwa Luft, ist. Dann ist wegen (15 a) 

«11 = «22 = Ö33 = A^ 

«23 = «31 = «12 = 

zu setzen, und zugleich wollen wir der Kürze halber A^ «=> 1 , also weil 
^= 1 ist, auch F«=« 1 annehmen. Von den vier Wellensystemen, 
welche in der Luft vorhanden sind, sind dann zwei einfallende und 
zwei reäectirte, und die ersten sowohl als die letzten haben gleiche 
Richtung; für die vier Werthe des Winkels (p muss dann nach (4b) 
sin q> denselben Werth haben ; für die beiden einfallenden Wellen 
muss demnach q> einen Werth haben ^ für die zwei reflectirten einen 
anderen, der jenen zu x ergänzt. Neunen wir also den Einfallswinkel 
<Pj und beziehen wir die Indices 1 und 2 auf die einfallenden , die 
Indices 3 und 4 auf die reflectirten Wellen, so können wir setzen 

9>i =9} 93 = ^ "~ 9> 
^2 = ^9 q>i=- ft — (p. 
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Die beiden eiufallendeu Wellen unterscheiden sich Ton einander 
nicht durch ihre Richtung und Fortpflanzungsgeschwindigkeit ^ wohl 
aber durch ihren Polarisationszustand, und dasselbe gilt von den 
reflectirten Wellen. Die Winkel -Ö-^, -ö-j und ^^,^4 erscheinen nach 
der für tg ^ aufgestellten Gleichung (10a) in unbestimmter Form; 
bis zu einem gewissen Grade können sie auch beliebig gewählt 
werden, aber nicht ganz willkürlich. Da wir nämlich das isotrope 
Medium als speciellen Fall eines krystallinischen angesehen haben, 
so können wir auch bei ihm von gewohnlichen und ungewöhnlichen 
Wellen sprechen. Von den beiden einfallenden, wie von den beiden 
reflectirten Wellen ist die eine eine gewöhnliche, die andere eine 
ungewöhnliche; es müssen daher diese wie jene senkrecht auf einander 
polarisirt sein. Wir können uns das isotrope Mittel als ein ein- 
achsiges denken, dessen optische Achse in der Einfallsebene liegt; 
dann sind die beiden gewöhnlichen Wellen in der Einfallsebene, die 
beiden ungewöhnlichen senkrecht zu ihr polarisirt, und wir können, 
indem wir die Indices 1 und 3 auf die gewöhnlichen, 2 und 4 auf 
die ungewöhnlichen Wellen beziehen 

^,=0, -^2 = -, ^3 = 0, -9^4 = ^ 

setzen. Wir können den vorliegenden Fall aber noch etwas anders 
auffassen: Wegen der Goexisteuz der Lichtbewegungen setzen sich 
hier nämlich die beiden einfallenden Wellen mit den Amplituden A^ 
und ^2 ^^ einer einfallenden Welle zusammen, die im Azimuth 

arctg^ 

polarisirt ist, und ebenso setzen sich die reflectirten Wellen, deren 
Amplituden A^ und A^ sind, zu einer im Azimuth 

arctg^; 
polarisirten Welle zusammen. 

Unsere vier Gleichungen (24) lassen sich hiemach in diesem Falle 
folgendermassen schreiben 

{A^ — A^) cos q> =^, ^/ cos 9/ cos #,' 

(^1 + 4) sin g) =^A^ sin 9/ cos ^/ ^25) 

^2 + ^4 '=-^A,'sm^,' 

Hier bedeutet (p den Einfallswinkel, und ^4,^2 beziehungsweise Ar^A^ 
sind die Amplituden der Componenten des einfallenden beziehungs- 
weise des reflectirten Lichtes, welches parallel und senkrecht zur 
Einfallsebene polarisirt ist. 
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Für die weitere Rechnung ist es am bequemsten, zuerst die 
speciellen Fälle zu betrachten, dass in dem krystallinischen Mittel 
nur eine Welle von der Amplitude Eins vorhanden ist; unsere Glei- 
chungen bestimmen dann die vier Amplituden ^j, A^, A^^ A^, Sie 
werden alsdann 

{Ai — .^g) cos (p = coscp' cos-Ö"' 

(A^ + ^3) sin 9) = sin 9)' cos d' (26) 

^2+^4 = sin 0^' 

{A, - A,) '£-JJ = -J- ' ((«„ cosqp'- «,3' sin 9)') sin #' + «„' cos #') , 

wenn wir mit g?' den Winkel der Wellennormale mit der Flächen- 
normale, mit -0^' das Polarisationsazimuth jener einen Welle im 
zweiten Mittel bezeichnen. Es müssten hier die vier Fälle unter- 
schieden werden, dass die Welle im krystallinischen Mittel eine ein- 
fallende gewöhnliche oder ungewöhnliche, oder eine gebrochene ge- 
wöhnliche oder ungewöhnliche ist; jedoch lassen sich nur die beiden 
letzten experimentell verwirklichen, die beiden ersten nicht. Nehmen 
wir an, dass in der Luft Wellen auf den Krystall fallen, so haben 
wir von jenen vier Fällen nur diejenigen zu untersuchen, dass die 
im Krystall fortschreitende gebrochene Welle eine gewöhnliche oder 
ungewöhnliche ist. 

Für den ersten Fall wollen wir die Zeichen 
A, qo', 0"' 
beibehalten, für den zweiten die bisher so bezeichneten Grössen 

nennen. Für jenen Fall gelten dann die Gleichungen (26), für diesen 
gehen sie über in 

(^, — -^3) cos 9? = cos tl/ cos y{ 
{B^ -|- B^ sin 9? = sin V'' cos rf (26 a) 

B2 -{- B^ = sin rf 

(^2 - ^4) ^1 = ,ihj/ ((^1 1' ^^^ *' "" ^»3' ^'^ *') ^^° ^' + ^12' ^^*^ "?') • 

Aus den Gleichungen (26) und (26a) können die Grössen A und B 
gefunden werden, wie in den nächsten Paragraphen dieser Vorlesung 
näher dargelegt werden wird. Wir wollen daher diese Grössen jetzt als 
gegeben annehmen und dann zeigen, wie aus ihnen andere gefunden 
werden können, welche auch experimentell leicht bestimmbar sind. 
Es giebt Vorrichtungen, durch welche dem einfallenden Lichte eine 
beliebige Polarisationsrichtung gegeben werden kann: Dasselbe kann 
z. B. aus natürlichem gebildet sein durch Reflexion an Glas unter 
dem Polarisationswinkel, oder auch durch Doppelbrechung mit Hülfe 
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eines Ealkspathrhomboeders^ eines Nikorschen Prismas, oder einer 
Turmalinplatte, wie in der nächsten Vorlesung näher dargelegt 
werden wird. Alle diese Vorrichtungen erlauben, das Polarisations- 
azimuth des einfallenden Lichtes beliebig zu wählen und dann 
dasjenige der reflectirten Wellen zu messen. Man lasse nun z. B. 
mit Hülfe eines Nikorschen Prismas in irgend einer Ebene gerad- 
linig polarisirtes Licht auf den Krystall fallen; dann bildet sich eine 
geradlinig polarisirte reflectirte, eine gebrochene gewöhnliche und 
eine gebrochene ungewöhnliche Welle. Wird alsdann das Prisma ge- 
dreht, wodurch sich das Polarisationsazimuth des einfallenden Lichtes 
ändert^ so variirt auch das Verhältniss der Intensitäten der beiden 
gebrochenen Wellen, und es giebt Stellungen des Prismas, für welche 
entweder nur der gewöhnliche oder nur der ungewöhnliche Strahl 
vorhanden ist. 

Sind nun a und «r die Polarisationsazimuthe des einfallenden und 
des reflectirten Lichtes, so tritt nach der vorher gegebenen Definition 
der Grössen A und B der erste der soeben angegebenen Fälle für 





tg«=z;. 


%«'=t 


der zweite für 








tg«=|' 


tg«. = |; 



ein ; und diese vier Grössen können somit mit Leichtigkeit experi- 
mentell bestimmt werden. 



§7. 

Hat man in den beiden im vorigen Paragraphen angegebenen 
Hauptfallen die Grössen A und B berechnet, so findet man aus ihnen 
die Amplituden und das Polarisationsazimuth der reflectirten und ge- 
brochenen Wellen auch für den Fall, dass das einfallende Licht in 
irgend einem Azimuth geradlinig polarisirt ist, wenn man benutzt, 
dass sich eine mögliche Lichtbewegung dadurch ergiebt, dass man alle 
Amplituden einer anderen mit derselben Constanten multiplicirt, und 
wenn man ferner berücksichtigt, dass auch für krystallinische Mittel 
das Princip der Coexistenz zweier Lichtbeweguugen gilt. Wir wollen 
die hierzu dienenden Formeln herleiten. 

Es seien />, S die Amplituden der Componenten der einfallenden, 
i?p, Bs die der reflectirten Welle, und es mögen /><, und Z>« die Ampli- 
tuden des gewöhnlichen und des ungewöhnlichen gebrochenen Strahles 
bezeichnen. Ist dann zunächst Vo =1, A «=» 0, so ist, wie vorher 
gefunden wurde, 

P^A,, B^^A^ 

S e= A2 y Bf = A^. 
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Ist die Amplitude des gewöhnlichen Strahles jetzt = Dof während 
Dg'^O ist, so folgt aus diesen Gleichungen 

und ganz ebenso ergeben sich für den Fall , dass 2)^ -= und De 
von Null verschieden ist; die Gleichungen 

S=B^Dey Re'^B^Be. 

Ilaben endlich Do und B^ beide einen beliebigen Werth^ so folgt aus 
den obigen Gleichungen 

P = A^Bo + B^Bey Rp = A^Bo + B^Be 

S = A^Bo + B^B, , Rs = A,Bo + B,Bc] ^^'^ 

sind somit jetzt P und S gegeben , so lassen sich aus diesen vier 

Gleichungen Rp, Rs, Bo und B^ mit Leichtigkeit bestimmen. Ist 

wieder a das Polarisationsazimuth der einfallenden Welle ^ ar das 
der reflectirteU; so ist endlich 

Wir wollen die beiden speciellen Fälle noch etwas genauer be- 
trachten, dass das einfallende Licht in der Einfallsebene -oder senk- 
recht zu ihr polarisirt ist. Bei der ersten Annahme ist a = 0, d. h. 
es ist 

A^Bo + B2Be = 0, 

und hieraus ergiebt sich für das Polarisationsazimuth des refiectirten 
Lichtes 

^^''^- A,B,^A,B,^ 
im zweiten Falle ist a = ^, man hat also hier 

A^Bo + B^Be = 
und hieraus folgt für ccr die Gleichung 

Die Gleichungen (27) und (27 a) wollen wir jetzt dadurch verein- 
facheU; dass wir die Intensität des einfallenden Lichtes gleich Eins an- 
nehmen, d. h. 

Ä = sina, Pc=cosa 

setzen; durch die Auflösung der Gleichungen (27) ergiebt sich dann 
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(A^ B^ — A^ B^) Do = B2C0Qa — ^, sin a 

{A^ B^ — A^B^) De =^ — A^ cos « + ^, sin a 

(A^B^ — A^Bi) Bp = {A^B^ - A^B^) cosa -- {A^Bi - ^1^3) sin« (2^) 

(^1 ^2 — 4^1) Ä, = (^4^2 — ^2^4) cos« — (^4^,-^1 b;) sin« 
tfftt ^^ (^4-B» — ^ t B4) cos et — (^4 ^1 — A^B;) Bin g 
lg ccr = ^^^^^ __ 2,^^j C08 « — (^,B, - ^,P,) sin a ' 

Ist das einfallende Licht natürliches ^ ist also der Winkel a 
variabel; so ergeben sich die Intensitäten der gebrochenen und der 
reflectirten Welle, indem man das arithmetische Mittel aus den 
Quadraten der Amplituden nimmt, welche allen Werthen von a 
zwischen und 2^ entsprechen*, dadurch erhält man für die Inten- 
sität der gewöhnlichen gebrochenen Welle den Werth 

während die Intensität der ungewöhnlichen Welle 

2 (A^B^ — AtB^y 
und die der reflectirten 

1 (^B| ~ A^B^)^ + (A^B, -' AjB.Y + (A^2 - ^f ^,)* + {A,B^ - A^B ,)* 

2 (^,^,-^B,)« 

ist. 

Wir kehren nun zu den Gleichungen (28) zurück und suchen 
den Werth des Polarisationsazimuths Ur. Dasselbe variirt im All- 
gemeinen mit a, da dieser Winkel in dem Ausdruck von tg «r vorkommt. 
Es giebt aber einen Werth des Einfallswinkels g), für welchen «r von 
a unabhängig ist, und zwar ist das derjenige Werth^ für welchen die 
Coefficienten von cos a und sin a im Zähler von tg Ur den ent- 
sprechenden im Nenner proportional sind. Dieser Winkel g) wird ebenso 
wie bei isotropen Mitteln der Pdmisationswinkel genannt; für ihn muss 

{A,B2-A,B,) {A,B, - A,B,) - {A^B, - A, B,) (A, B, - A,B,)^0, 

d. h. 

(A,B, - A,B,) {A,B, - A,B,) - 

sein; da aber der erste Factor dieses Productes nicht verschwinden 

kann, weil sonst wegen (28) /><,, D^, Bpy Bs unendlich gross werden 
würden ; so muss 

A,B,-A,B^ = (29) 

sein. Durch diese Gleichung ist der Polarisationswinkel bestimmt, 
da die Grössen ^ und ^ vom Einfallswinkel q> abhängen. Für das 
Polarisationsazimuth des reflectirten Lichtes ist dann 

tff a = ^<^«J " ^«^< = :4i == :?i. (OQa) 

^ ^ «r = ^^^^ __ ^^^ = ^^ - ^^ ^jya) 

Fällt demnach in beliebigem Azimuth polarisirtes, oder auch natürliches 
Licht unter dem Polarisationswinkel auf den Krystall, so ist das reflectirte 
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Licht stets iu der durch (29 a) bestimmten Richtung geradlinig pola- 
risirt. Während also bei isotropen Medien das unter dem Polarisa- 
tionswinkel reflectirte Licht stets in der Einfallsebene polarisirt war, 
ist das hier nicht der Fall, da tg ar wie aus (29a) hervorgeht; im 
Allgemeinen von Null verschieden ist. 



§8. 

Aus den in den beiden letzten Paragraphen durchgeführten Unter- 
suchungen geht hervor^ dass alle bei der Reflexion und Brechung an 
der Grenze eines krystallinischen Mediums auftretenden Fragen be- 
antwortet werden können, sobald die acht Grössen A und B be- 
kannt sind. Die Berechnung dieser Grössen wollen wir nur weiter 
führen für den Fall, dass der Krystall optisch einachsig ist. Ist 
im Krystall nur die gewöhnliche Welle vorhanden, so hatten wir 
in (26 a) die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der Grössen A 

gefunden 

(^j — A^ cos g) = cos 9' cos %'' 

{A^ + ^3) si^ g) = sin qo' cos %' (30) 

^ -f- ^4 = sin ^' 

(^ "" ^4) ^ = ^V ^^""'^ ^^^ ^'"" ^^' ®'^ '^'^ 8in^'+ a,2 cos^'), 

wo jetzt bei den Elasticiiätsconstanten des krystallinischen Mittels 
die Striche fortgelassen sind. Nimmt man die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit V des Lichtes im leeren Räume wieder gleich Eins 
an, so bestimmt sich der Brechungswinkel 97' und das Polarisations- 
azimuth d'' der gewöhnlichen Welle aus den beiden Gleichungen 

tg^' — — ^*""^«. ,, sing)'« F' sing). (30a) 

^ ttj, cos qo — 0,5 bin qp ' ^ ^ ^ ^ 

Ist nun der Krystall ein einachsiger, also a = b, und sind wieder 
p, q-, r die Richtungscosinus der optischen Achse, so ist nach (13 a) 
a,,^a^ + {c^-a^)p^ 
«12 = ip^ — «^) PQy «22 = «^ + {C^ - a'^)q^ 

Endlich ergeben sich aus (14a) für die Richtungscosinus (/;, q, r) 
der optischen Achse noch die folgenden Ausdrücke 

p = sin v sin w; 

^ = cos t; (30b) 

r = sm t; cos w. 

Da in dem hier betrachteten Falle die im Krystalle fortschreitende 
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Welle eine gewöhnliche ist, so ist Fortpflanzungsgeschwindigkeit der- 
selben von ihrer Richtung unabhängig, und zwar ist 

die Gleichungen (30 a) lassen sich also in der folgenden einfacheren 
Form schreiben 

sin qp'= ö sin <)p 

tg-^'= —. — r-^ , = j — ^4-- -, (30c) 

° r sm 9 — p cos qp tg t; sm (<|p — «?)' ^ ^ 

und aus ihnen können ip' und ^' gefunden werden. 

Ferner geht die vierte der Gleichungen (30) über in 

berücksichtigt man hier, dass der Factor von c^ — a^ in Folge der 
für tg ^' geltenden Gleichung verschwindet, und setzt man ausserdem 

noch ".°,^ für a^, so erhält man 

Bin' qp ' 

{A^ — A^ cos g) sin 9 ==* cos 9' sin 9' sin d', (30 d) 

und diese Gleichung in Verbindung mit den drei ersten in (30) dient 
hier zur Bestimmung der vier Grössen A. 

Beziehen sich die Grossen B^ t', ri wieder auf den Fall, dass 
die gewohnliche Welle verschwindet, so haben wir 

{B^ — ^3) cos 9) = cos V^' cos iy' 
(B^ + -^3) sin 9) = sin ^' cos if\ (31) 

B^ + B^ =sini2' 

(^2 — «^4) i?| = ^i^^ ((«11 <^08 ^' — «13 sin r) sin 1?'+ a^^ cos i?') 

tffw'= — : — ^, "~ ^" . — -7, sin^'= F'sin©, 
^ ' Ol, cos -^ — Ojj sin ^ ' ^ ^ ' 

und hier ist nach (14) und (14 b) 

F'2 = c2 ^ (a* — c^) {p sin ip' + r cos ty 
««= c^ + (a^ — c^) sin^ v cos' (^' — u;). 

Für den Brechungswinkel ^' ergiebt sich somit durch Elimination 
von V' die Gleichung 

^^ = c' + («2 _ c^) sin^ t; cos2 (^' - u;), (31 a) 

und für das Polarisationsazimuth tj' findet sich leicht 

tg 12 «=a ^ ^^^— -^ = — tg t; sm (^ — M^). (31 b) 

Hiernach geht die letzte der vier Gleichungen (31) über in 
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COB<p 



= -f-zp I öf^ COS ^' sin ij'4- (^^ — ö^)P ((P cos V' ' — r sin ^ ') sin ij '+ ^ cos ti'U (31c) 

= g.— -7 (a^ cos V' 'sin ij '+ (c*— a^) sin v sin u; (cos v cos ij'+sin t; sin ij' sin (m? — ^'))) • 

Dies sind die allgemeinen Formeln zu Bestimmung der Grossen 
Ä und B in dem Falle, dass der zu untersuchende Krystall optisch 
einachsig ist. Sie lassen sich nur vereinfachen, wenn man be- 
stimmte Annahmen über die Winkel v und tVy d. h. über die Lage der 
optischen Achse zur brechenden Fläche und zur Einfallsebene macht. 

§9. 
Ein verhältnissmassig sehr einfacher Fall ist der, dass die Em- 
fallsebene parallel dem Hauptschnüt des Krystalles, d. h. parallel der 
durch die optische Achse und das Einfallsloth gelegten Ebene ist. 
Da alsdann die optische Achse in der 0:2: -Ebene unseres Coordinaten- 
systemes liegt, so ist 

t; = ^ , also ^ = 0, «; = r, 

d. h. w ist gleich dem Winkel zwischen der optischen Achse und dem 
Einfallsloth. Nach (30c) und (31b) wird also in diesem Falle 

^ = 0, i?=f, (32) 

und hierdurch vereinfachen sich die allgemeinen Formeln des vorigen 
Paragraphen beträchtlich. 

Die Gleichungen (30) und (30 d) werden zunächst 
(^1 - A) cos q> = cos q>\ ^^ = 
(^, -f- ^3) sin (p = sin g)', ^^ = ^ ^ 

sin <p'= a sing). 
Diese Formeln gehen in die Gleichungen (12) der achten Vorlesung 
über, welche für zwei isotrope Mittel gelten, wenn man 
V _ i j R 

setzt; verschwindet also die ungewöhnliche gebrochene Welle, so ist 
das einfallende, das reflectirte und das gebrochene Licht m der Ein- 
fallsebene polarisirt, und die Verhältnisse der Intensitäten sind die- 
selben, wie wenn das zweite Mittel isotrop wäre. 

Die Gleichungen (31) und (31c) werden in diesem Falle 
B, = B,=0, B, + B,==^l 

sSJ = ^^ + («^-^^)cos^(^'-"'). 
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Verschwindet also die gewohnliche gebrochene Welle , so ist alles 
Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisirt, wie wenn das zweite 
Mittel isotrop wäre, aber die Intensitatsverhältuisse sind andere, als in 
jenem Falle, da {B^ — B^) von (a^ — c^) abhängt. 

Auch der Polarisationswinkel lässt sich hier auf einfache Weise 
bestimmen. Da nämlich A^ und ^3 gleich Null sind, so ist die Glei- 
chung für ihn A^B^f^O] oder, Ad^A^ wegen (32a) nur dann ver- 
schwinden kann, wenn q> ^ q>\ also ä «» 1 ist, welchen Fall wir 
hier ausschliessen wollen, so muss 

sein, zugleich ist wegen (32 b) B^ = 1. Versteht man also jetzt unter 
9> den Polarisationswinkel; so lässt sich die vierte Gleichung in (32 b) 
folgendermassen schreiben 



a* cos* M? 4" c' Bin* w 



= i \- {c^ — a^) sin w cos w. 



tgij,' tg(p 

Der in diesem Ausdruck auftxetende Winkel ^' bestimmt sich für 
irgend einen Werth des Einfallswinkels (p aus der für r— -> geltenden 

^S TT 

quadratischen Gleichung 

/x a' cos' w -{- c* sin* to J_ o (c* — a*) sin w cos w 

+ «2 sin^ w '\- c^ cos^ w r-^ , 

welche sich leicht aus der letzten Bedingung in (32 b) ergiebt. Eliminirt 
man aus diesen beiden Gleichungen ig ^'^ indem man die zweite mit 

d^ cos^ w -{- c^ sin' w 
multiplicirt, und alsdann die erste berücksichtigt, so erhält man 

(r~ [- (c' — a') sin w cos m;) 

— 2(c' — a^) sin w cos w \v- [- (c* — a^) sin w cosm;) 

+ (a2cos2f^4-c'8in'tt;)(a'8in'w; + c'cos'«^ — r-j— )=0; 
diese Gleichung lässt sich aber folgendermassen schreiben 

=> ;-; (c^ — d^y sin' w cos' w 

+ (a' cos' w -{- c^ sin' w) (a' sin' w -{- c^ cos' w — ^^ ), 
oder, wenn man berücksichtigt, dass (cos'u? + sin' u?)' =1 ist, 

1 o* CO8* w 4 - c' sin* «^ I 2 ? 

tg* 9> sin* 9> r = • 

EUeraus ergiebt sich für den Pjolarisationswinkel die folgende ein- 
fache Gleichung 

.9 (1 — a*) C08«tt? 4- (1 — c') sin* w .oo\ 

sm' <;p = ^ i——^±^^ . {ii) 

Kirohhoff, OpUk 16 
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Es ist diese Formel auch deshalb bemerkenswerth, weil sie Seebeck"*) 
experimentell für Kalkspath gefunden hat^ bevor sie von Neumann**) 
theoretisch abgeleitet wurde. 

Da endlich in diesem Falle die Grössen A^^ B^ und B^ ver- 
schwinden, A^ aber von Null verschieden ist, so ist das unter dem 
Polarisationswinkel reflectirte Licht vollständig in der Einfallsebene 
polarisirt. 

Wir wollen auch den Fall betrachten, dass die EinfcUlsehene 
senkrecht zum Hauptschnitt steht. Da alsdann die optische Achse in 
der yz- Ebene unseres Goordinatensystemes liegt, so ist 
w? = 0, also jö = 0, cosv=^, 

d. h. V ist gleich dem Winkel zwischen der optischen Achse und der 
Fläche des Krystalls. Hier ist, wie im allgemeinen Falle, 
{A^ — A^ CQsg) = cosg)'cos'9'' 
{^A^'\-A^smq> = sing)'cos^' 

^3 + ^^ = 8inr ^^^^ 

{A^ — A^ cos 9) sin 9) i» C08g)'sin9)'sin'9'' 

sin9>'as a sin q> 
und 

tg^'c=- — \ — ,, 

ö tg t? am (p ' 

und die Gleichungen zur Bestimmung der Grossen B, ^', 1}' gehen 
über in 

(^, — ^3) cos<p -= cosV^'cosij' 

(^,-[-^3) sin 9) = sin^'cosiy' 

B^ + B, = ^xxiri' (34a) 

(Br, — BA -~^ = a^ .— ~7Sinw 
V ■« 1/ Binqp 8inv 

tg iy'= — tg t; sin ^' 

• , / -0 c« 4- (a* — (?) sin« v 

^ ^ 1 + (a* — c*) Bin* V Bin« <p 

Neumann hat einige Messungen angestellt, die mit diesen Formeln 
verglichen werden können. Der von ihm untersuchte Erystall war 
Kalkspath; für diesen haben die Grossen a und c die Werthe 

1 __ 1 

^ ~ 1.664' ^ "" 1.483' 

die benutzte Fläche war eine Rhomboederfläche, für sie ist 

t;=45<^23'; * 
endlich war der Einfallswinkel 
9 — 45". 

*) Poggendorff*8 Annalen Band 22. 
**) Abhandlungen der Berliner Akademie v. J. 1836. 
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Unsere Formeln ergeben hiemach 



9)'= 25'>)9' 




r 


=. 27 «14' 


^'— 66«34' 






24«53' 


At = 0.3743 




B\ 


= 0.8639 


^j = 0.8135 




B, 


0.3598 


Ay 0.1339 




B. 


0.2768 


A^ — 0.1041 




Bi 


0.0610. 


as folgt 






Neumann fand 


arctg 4'- = 65« 


18 


t 


65''25' 


arctg J = - 22« 


•37 


' 


— 22 «28' 


füra — O «r = 2« 


•33 


/ 


2024' 


« = 90» «r = — 83« 


•55 




— 84»3'. 



Ist das einfallende Licht natürliches von der Intensität Eins, so ergeben 
sich die Intensitäten des gewohnlichen gebrochenen, des ungewöhn- 
lichen gebrochenen und des reflectirten Lichtes beziehungsweise gleich 
0.625 a572 0.063. 

§ 10. 

Wir betrachten jetzt noch den besonders einfachen Fall, dass 
zwar beide Mittel doppelt brechend, dass aber die sämmtlichen 
Winkel ^> gleich oder gleich % sind; es muss dies nach (4b) 
stattfinden, sobald einer jener Winkel gleich Null ist. 

Beziehen wir wieder die ungestrichenen Buchstaben auf das erste, 
die gestrichenen auf das zweite Mittel, so bestanden die an der Grenze 
beider Medien zu erfüllenden Bedingungen darin, dass die vier Aus- 
drücke 

^, A^ cos 9, cos -ö", , ^ A^ siu -ö*, , ^ A^ sin g)| cos ^^ 



und 



5^ T" (^'^ ^^^ ^< ^^^ ^^ "^ ^*2 ^^ '^1 "~ ^13 '^^^ 9j s^^ '^1) 



ungeäudert bleiben, wenn man allen Buchstaben Striche beifügt. Wir 
haben auch noch die fünfte Grenzbedingung aufgestellt, nach der 
der Ausdruck 

^ W- («21 cos 9)j sin -ö", -1- «22 cos 0", — a.^^ sin 9), sin -ö*,) 

bei jenem Uebergange ebenfalls seinen Werth nicht ändern darf; 
im Allgemeinen folgt diese Bedingung aus der vierten und dritten, 
hier müssen wir sie aber hinzunehmen, weil die dritte identisch er- 
füllt ist. Danach müssen die folgenden vier Ausdrücke bei der oben 
erwähnten Veränderung ihren Werth behalten 

16» 
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^ J^ cos (p^ cos 0", , ^ A^ sin O-j , 

(35) 



2-4 



y^(a,,cos9)i 8in^, + ^i2<^^S'^i)» ^ ir(^2i cosyi 8in0'^+ a22^QQ^i)> 

wo alle Grössen cos q> gleich + 1 sind, je nachdem q> = oder 
«= Ä ist. 

Es mögen nun wieder q>^ und (p^ einfallenden Wellen entsprechen, 
während sich 9)3 und 9)4 auf reflectirte, 9/ 9)^' auf durchgehende 
Wellen beziehen; A^ und A^ mögen verschwinden, d. h. es sollen 
im zweiten Mittel keine einfallenden Wellen vorhanden sein. Dann ist 

cos 9, = cos ^2 = + 1 cos 9)3 a= cos 9)4 = — 1 

cos 9?,'= cos 92 === + ^• 

Da die Polarisationsrichtungeu der gewöhnlichen und der ungewöhn- 
lichen Welle stets senkrecht auf einander stehen, so können wir 

i)-, = O-j + "0" setzen; wir müssten dann -ö"» = + '^1 > '0*4 = + '^2 
annehmen und alsdann dem gewählten Vorzeichen entsprechend die 
Amplituden bestimmen. Wir wollen hiernach setzen 

^^2 = ^1 + -ö > '^3 = -^i 4- Ä? ^4 = '9'2 



^;. 



^/+|- 



Da endlich die reflectirten Wellen hier in entgegengesetzter Rich- 
tung zu den einfallenden fortschreiten, so sind ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten gleich den entsprechenden der einfallenden Wellen, 
d. h. es ist 

Die allgemeinen Gleichungen (9) und (10 a) zur Bestimmung der 
Grössen V und %• gehen in diesem Falle in die einfacheren über 

(«n-n(«22-n-«,2' = 

^ (36) 

tff ^ = Ziri^ = ?«-5?L?. 
^ a,4 cos <p F* — a,| ' 

mit Berücksichtigung der zweiten von diesen und des Umstandes, 
dass cos^ 9 stets gleich Eins ist, ergeben sich für die in den Aus- 
drücken (35) auftretenden Coefficienten die Gleichungen 

«i, cos g) sin d + a^^ ^^^ ^ = ^^^ 9 sin %' V^ 
«21 cos 9) sin -ö- + 022 ^^8 -ö" = cos -Ö" F^, 

und die im Anfange dieses Paragraphen angegebenen vier Bedingungen 
lassen sich somit jetzt folgendermassen schreiben 
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(A^ + A^) cos -Ö", — {A2 — A^) sin -9-, == A^' cos -ö*/ — A^' sin d'^' 
(A^ — ^3)siü'9', +(4j + >44)co8'9'j =^/8in^,' +-^2'cos'9',' .,.-. 
(^, +^3) Fl sin^i + (^2 — ^j) F2 cos^, = ^i'F/sin^i'+^'r2'cosO"i' 
(^, — ^3) Fl cos a-,— (^2 + ^4) F28m'9'i=^i'F/coS'9'/— ^/F^'sind/. 

Da Qber die Lage der o;- Achse bis jetzt noch keine Bestimmung 
getro£Pen ist, so können wir dieselbe hier so gewählt annehmen, dass 
•ö*!, oder dass -Ö*/ gleich Null ist. Wir wollen den Fall nun noch 
durch die weitere Annahme vereinfachen, dass die Polarisationsebenen 
der gewöhnlichen, also auch die der ungewöhnlichen Wellen in 
beiden Mitteln zusammenfallen; dann ist d'^ = O-/ und beide können 
gleich Null angenommen werden; die Gleichungen (37) werden dann 
-^1 "T -^3 ^ A^ j A^'Y A^ = A2 

{A, - A,) F, = A'V,', {A, - A,) V, = A^V^. (^^ a) 

Die Wellensysteme, welche in der einen Polarisationsebene schwingen, 
sind dann uuabhäugig von den in der andern schwingenden und 
können für sich bestehen. Bezeichnen wir für die eine oder für die 
andere Gruppe dieser Wellensysteme die Amplitude des einfallenden, 
reflectirten und durchgehenden Lichtes beziehlich durch 1, r, ^, so ist 

1 + r = d 

1 — r==rf-^, 



r (37 b) 



F' V V* 

wo -y aber das eine Mal ^ ~-, das andere Mal =y- ist. Abgesehen 

hiervon haben die Gleichungen (37b) dieselbe Form, wie die ent- 
sprechenden bei isotropen Mitteln. 

Zu dem zuletzt betrachteten Fall gehört auch der, dass das erste 
oder das zweite Mittel ein isotropes ist, da wir dieses ansehen können 
als ein doppeltbrechendes mit beliebig gerichteten Achsen. 



Yierzelinte Vorlesung. 

Farben erscheinungen krystalliniecher Platten zwischen zwei polarisirenden Vor- 
richtungen. — Allgemeine Theorie für senkrecht auffallendes Licht. — Theorie 
der Farbenerscheinungen krjstallinischer Platten für schief auffallendes Licht 
und unendlich kleine Doppelbrechung. — Der Einfallswinkel ist unendlich klein, 
aber veränderlich. Die Flattennormale fällt nicht mit einer optischen Achse 
zusammen. Die Curven gleicher Helligkeit besitzen auch gleiche Farbe. — 
Die Normale fällt mit einer Elasticitätsachse zusammen. Die Curven gleicher 
Farbe sind gleichseitige Hyperbeln. — Die Normale fällt mit keiner Elasticitäts- 
achse zusammen. Die Curven gleicher Farbe sind parallele Gerade. — Die 
Plattennormale ist einer optischen Achse nahezu parallel. — Die optischen 
Achsen bilden einen endlichen Winkel mit einander. Die Linien gleicher Farbe 
sind concentrische Kreise, die farblosen Curven gerade Linien. — Die Achsen 
bilden einen unendlich kleinen Winkel mit einander. Die Linien gleicher 
Farbe sind Lemniscaten, die farblosen Linien gleichseitige Hyperbeln. 

§ 1- 

Die auffallendsten Erscheinungen, welche die Doppelbrechung, 
auch wenn sie sehr schwach ist, hervorbringt, bestehen in den Farben, 
welche Krystallplatten zwischen zwei polarisirenden Vorrichtungen 
zeigen, und welche auf der Interferenz, zwischen den Strahlen be- 
ruhen, die als gewöhnliche und ungewöhnliche durch die Krystall- 
platte gegangen sind. 

Denken wir uns zunächst eine isotrope planparallele Platte, 
eine Glasplatte etwa, welche von Luft umgeben ist. Auf diese mögen 
von der einen Seite geradlinig polarisirte Lichtwellen fallen, die parallel 
ihren Oberflächen sind; es treten dann eben solche Wellen aus, welche 
in derselben Ebene polarisirt sind. Wir haben diese Wellen und die 
allgemeineren, die entstehen, wenn das einfallende Licht schief die 
Platte trifft, in der neunten Vorlesung ausführlich untersucht, und 
nachgewiesen, dass dieselben aus verschiedenen Theilen sich zu- 
sammensetzen, von denen der erste direct die Platte durchdrungen 
hat, während die folgenden 2, 4, 6 . . . Reflexionen im Inneren 
der Platte an ihren Oberflächen erlitten haben. Da die Intensität des 
ersten Theiles die der übrigen bei weitem übertrifft, so wollen wir 
hier ihn allein berücksichtigen. Ist die Amplitude der einfallenden 
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Wellen gleich Eins, so ist die der durchgegangenen d^ wo d einen 
wenig von Eins yerschiedenen Bruch bedeutet; die Phase wird in der 
Platte um 

p 2n oder p^ 2% 

geändert, wenn D die Dicke der Platte, X' die Wellenlänge, V die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in ihr bedeutet. 

Nun denke man sich die Glasplatte durch eine Erystallplatte er- 
setzt. In ihr können sich, wie im § 10 der vorigen Vorlesung aus- 
geführt wurde, ihren Oberflächen parallel zwei Wellen bewegen, eine 
gewöhnliche und eine ungewöhnliche, deren Geschwindigkeiten Vo und 
F« von einander verschieden sind, und deren Polarisationsrichtungen, 
welche mit o imd e bezeichnet werden mögen, auf einander senk- 
recht stehen. Sind die einfallenden Wellen nach o polarisirt, so ver- 
hält es sich so, wie wenn die Platte isotrop wäre : Die Wellen in der 
Platte, sowie die durch sie hindurchgegangenen Wellen, sind auch nach 
polarisirt; die letzteren haben die Amplitude do\ die durch die 
Platte hervorgebrachte Aenderung ihrer Phase ist 

irr 2^- 

Das Entsprechende gilt, wenn die einfallenden Wellen nach e pola- 
risirt sind; nur treten dann dg und F« an die Stelle von do und V^ 
Uebrigens sind für vollkommen durchsichtige Krystalle do und d^ 
sehr wenig von einander und von Eins verschieden; wir wollen daher, 
um die Formeln nicht unnötig zu compliciren, beide gleich Eins 
setzen. 

Sind die einfallenden Wellen in dem von o ab gerechneten Azi- 
muth a polarisirt, so zerlege man sie in zwei Componenten mit den 
Amplituden cos a und sin a; die durchgegangenen Wellen erscheinen 
dann zusammengesetzt aus zwei Componenten von denselben Amplituden 
und dem Phasenunterschiede 

sie sind also im Allgemeinen elliptisch polarisirt. Das austretende 
Licht ist nur dann geradlinig polarisirt, wenn d ein Vielfaches von 
% ist, und zwar ist sein Polarisationsazimuth + « oder — a, je 
nachdem jener Phasenunterschied ein gerades oder ein ungerades Viel- 
faches von 7C ist. Ist D so gross, dass 8 ein ungerades Vielfaches 

von |- ist, und macht man a = 45^, so erhält man circtäarpolarisirtes 

Licht. Ein Glimmerblättchen von 0,032°»™ Dicke, wie man es durch 
Spaltung erhalten kann, hat die Eigenschaft, geradlinig polarisirtes 
Licht nahezu in kreisförmig polarisirtes zu verwandeln; vollständig 
ist dies nicht der Fall, weil wegen der Farben verschiedeuheit auch 
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die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der einzelnen Bestandtheile des 
Lichtes eine verschiedene ist. 

Bei dieser Untersachung wurde vorausgesetzt, dass die betrachtete 
Platte vollkommen durchsichtig ist. In Wirklichkeit ist dies niemals 
der Fall, und zwar kann die Durchsichtigkeit sowohl für die ver- 
schiedenfarbigen Lichtstrahlen als auch für die gewöhnlichen und die 
ungewöhnlichen Wellen eine verschiedene sein. So absorbirt z. B. 
eine Turmalinplatte, welche parallel der optischen Achse geschliffen 
ist, die gewöhnlichen Wellen fast vollständig, während dies bei den 
ungewöhnlichen Wellen in viel geringerem Maasse der Fall ist. Bei 
einer solchen Platte von massiger Dicke treten also nicht zwei, sondern 
es tritt nur eine Welle heraus, welche in der Richtung e der un- 
gewöhnlichen Welle geradlinig polarisirt ist War das auffallende 
Licht natürliches, so werden die durch die Turmalinplatte gegangenen 
Strahlen ebenfalls in der Richtung e geradlinig polarisirt sein, so 
dass eine solche Platte benutzt werden kann wie ein Spiegel, der 
unter dem Polarisationswinkel Licht reflectirt. Indessen erscheint 
hier das austretende Licht gefärbt, wenn das einfallende weiss ist,^weil 
die Absorption der nach e polarisirten Wellen für die verschieden- 
farbigen Strahlen eine verschiedene ist; von einer solchen Platte 
wird besonders grünes Licht hindurch gelassen. — Diesen letzten 
Uebelstand kann man vermeiden, wenn man statt einer Turmalin- 
platte ein sogenanntes NicoVsches Prisma anwendet, bei dem keine 
Färbung eintritt. Dasselbe besteht aus einem Ealkspathrhomboeder, 
dessen Flächen mit den Spaltungsflächen parallel sind. Dasselbe ist 
senkrecht zum Hauptschnitt in zwei Hälften durchschnitten, die mit 
Kanadabalsam wieder auf einander gelegt sind. Der einfallende 
Lichtstrahl theilt sich alsdann in die gewöhnliche und in die un- 
gewöhnliche Welle; von diesen wird die erstere an der Schnittfläche 
total reflectirt, und nur die zweite, deren Polarisationsebene senkrecht 
zum Hauptschnitt ist^ geht hindurch. Beide Vorrichtungen ermög- 
lichen es also, aus Licht, welches in beliebigem Azimuth polarisirt 
oder auch natürliches ist, Wellen zu erzeugen, welche in einem be- 
stimmten Azimuth geradlinig polarisirt sind, und auf diesem Um- 
stände beruht die vielfache Anwendung solcher polarisirenden Vor- 
richtungen bei den verschiedensten optischen Versuchen. 

Wir wollen nun annehmen, dass sowohl vor, als auch hinter 
der Krystallplatte eine der soeben beschriebenen polarisirenden Vor- 
richtungen, etwa ein Nicol'sches Prisma, angebracht sei, und die In- 
tensität des aus dem letzten Prisma austretenden Lichtes berechnen. 
Die Amplitude der auf die Platte fallenden Wellen sei wieder gleich 
Eins, und es werde ihre Polarisationsrichtung durch 1 bezeichnet; die 
Amplituden der aus der Platte austretenden Componenten sind dann 
cos {p, 1) und cos (e, 1); 
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also sind die AmplitudeD äf, und a^ der beiden Wellen^ welche durch 
die zweite polarisirende Vorrichtung hindurch gegangen sind, be- 
ziehlich gleich 

cos (o, 1) cos (o, 2) und cos (e, 1) cos (^, 2), 

wenn ihre Polarisationsrichtung durch 2 bezeichnet wird; nennt mau 
also die beiden Winkel (öl) und (o 2) beziehungsweise a, und a^, 
so ist 



7j e=s cos a, cos a^ 



und 



sm «1 sin «2 . 



Dabei haben diese Wellen den in (1) be- 
stimmten Phasenunterschied d. Nach den Er- 
gebnissen der ersten Vorlesung ist also ihre 
Intensität J gegeben durch die Gleichung 



y = aj2 _|. ^^2 ^ 2dr, «2 cos 8 
= («, + a^y — 4^,02 sin^ 




oder es ist 



/ c=3 cos^ («1 — «2) 



2' 



sin 2«, sin 2^2 siö^ -k* 



(2) 



Ist das einfallende Licht weisses und a die Amplitude eines ein- 
zelnen Bestandtheils , so kann man seine Intensität symbolisch 

und die Intensität des ins Auge gelangenden Lichtes 

= cos^ («1 — «2) y'«^ — sin 2«, sin 2a^y^a'^ sin^ | (2a) 

setzen. Das erste ülied stellt dann weisses Lichte das zweite farbiges 
dar, da die Bestandtheile des einfallenden Lichtes hier in anderem 
Verhältnisse gemischt sind, wie vorher; die Farbe ist bedingt durch 

und durch das Vorzeichen von sin 2«^ sin 2^2; sobald das letzte 
wechselt, geht die Farbe in die complementäre über. Die Krystall- 
platte erscheint farblos, sobald 

sin 2a^ sin 2^2 «> (3) 

ist, d. h. sobald a^ oder a, einen der Werthe 0, 90«, 180«, 270« hat. 
Ist das der Fall, so erscheint die Platte wegen (2 a) weiss, wenn «j — «j ^= ^ 
oder 180« ist, d. h. wenn die Polarisationsebenen der Nicols parallel 
sind, sie erscheint schwarz, wenn «j — «^^90« oder 270« ist, 
d. h. wenn diese Polarisationsebenen senkrecht auf einander stehen. 
Die Färbung ist am intensivsten, wenn 

sin 2«j sin 2^2 = + 1 (3 a) 
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ist, d. h. wenn sowohl «j als a^ einen der Werthe + 45**, + 135® hat. 
Dabei sind die Polarisationsebenen der beiden Nicols parallel oder 
senkrecht auf einander; in diesen beiden Fällen sind die Farben 
complementar. 

Die Farbe der Erystallplatte selbst lässt sich in gewisser Weise 
leicht angeben, falls man von der Dispersion in ihrem Inneren absehen, 
also Vo und F« als unabhängig von T betrachten darf. Zu diesem 
Zwecke vergleichen wir 

mit dem Ausdruck, den wir in (4) und (8a) der neunten Vorlesung 
gefunden haben für die Lichtintensität, welche in den reflectirten 
Newton'schen Farbenringen bei senkrechtem £infall der Luftdicke L 
entspricht, d. h. mit dem Ausdruck 

^«^2 4r«8in«g 



ö' 



(l-r*)« + 4r«8in«6' 



wo 



v L o 21/ n 



und V die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in der Luft 
ist. Da nach § 6 der achten Vorlesung r^ ein kleiner Bruch ist 
(etwa 725)1 so kaun hierfür ohne merklichen Fehler gesetzt werden 

4r'2'«^sin^(^j). 

Es werden hiemach die beiden zu vergleichenden Ausdrücke bis auf 
den Constanten Factor 4r^ identisch, falls 






""{h-h) w 



ist; d. h. die Erystallplatte zeigt diejenige Farbe, welche in den Newton'- 
schen Bingen der durch diese Gleichung bestimmten Luftdicke Z ent- 
spricht, wenn sin 2 a, sin 2^2 positiv ist^ sie zeigt die complementäre 
Farbe im entgegengesetzten Falle. 

Berechnen wir den Werth von L für einen einfachen Fall: Die 
Erystallplatte sei ein Gypsblättchen, wie es durch Spaltung erhalten 
werden kann ; seine beiden optischen Achsen liegen dann in der Be- 
grenzungsebene; die Mittellinie j d. h. die Halbirungslinie des durch 
die optischen Achsen gebildeten Winkels, ist die Polarisationsrichtung 
der gewöhnlichen Welle. Da nun allgemein 

Vo'' = a^- (a^ - c^) sin^ **' ^-''* 

F,2 = «2 - («2 - c') sin' "' +— ' 
und da nach den eben gemachten Angaben 
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ist^ so haben wir 

F, =ö, V, = c. 

Nach Messungen von Aügström*) ist nun für die Fraunhofer'sche 
Linie D 

i = l 1.5205 
a V 



1 = 1.1.5297, 



woraus 

/. = Z)1. 0.0092 = ^f^ 

sich ergiebt Die Farbe des Gypsblättchens entspricht also der Farbe 
der Newton'schen Ringe an einer Stelle, wo die Luftschicht - - der 
Dicke des Blättchens besitzt. 

§ 2. 

Wir wollen jetzt den Durchgang ebener Licht wellen durch eine 
Krystallplatte unter der Voraussetzung untersuchen, dass der Einfalls- 
winkel nicht gleich Null ist. Hier wollen wir von vornherein die An- 
nahme einführen, dass die Doppelbrechung d. h. (a^ — c^), unendlich 
klein ist; diese Voraussetzung ist bei schief auffallenden Lichtwellen sehr 
wesentlich zur Vereinfachung der Rechnung: Ihr zufolge darf man 
bei der Ermittelung der Amplituden und Polarisationsrichtungen 
der gewöhnlichen und ungewöhnlichen Wellen von der Doppel- 
brechung absehen, also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
in der Platte als constant betrachten, und bei der Berechnung der 
Verzögerung nur die erste Potenz von a^ — c^ berücksichtigen. 

Wir denken uns die Platte wiederum zwischen zwei NicoFschen 
Prismen und berücksichtigen nur die Strahlen, welche ohne Reflexionen 
zu erleiden durch dieses System hindurchgehen. Es hat keine Schwierig- 
keit, unter den ausgesprochenen Annahmen die Intensität / des aus- 
tretenden Lichtes zu finden, wenn der Einfallswinkel ein endlicher ist : 
wir wollen indessen unsere Aufgabe noch weiter dadurch vereinfachen, 
dass wir den Einfallswinkel als unendlich klein annehmen. Die Pola- 
risationsebenen der aus der Platte austretenden Wellen stimmen dann 
überall mit den Polarisationsebenen der Wellen in der Platte überein, 
von denen sie herrühren, was sonst nicht der Fall ist, und die Intensität 
ist hier, wie beim senkrechten Einfall, für homogenes Licht durch die 
Gleichung (2), für einfallendes weisses Licht durch die Gleichung (2 a) 
des vorigen Paragraphen bestimmt. 



*) Poggendorff'tf Annalen Bd. 86 p. 211. 
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Die Verzögerung d der beiden Componenten finden wir ganz ähn- 
lich, wie in § 4 der sechsten Vorlesung durch die folgende üeber- 
legung: In der nachstehenden Figur sei GG' die Krystallplatte, EA 
ein einfallender Strahl, AC und AB die Normalen der von ihm her- 
rührenden gebrochenen gewöhnlichen und ungewöhnlichen Wellen, 
welche dann beide wieder parallel EA aus dem Krystall austreten. 

Fig. 18. 




Ist nun BF die durch B gehende Wellenebene dieser beiden aus- 
tretenden Strahlen, so kann man d definiren als den Phasenunterschied 
der gewöhnlichen und der ungewöhnlichen Wellenebene BF, d. h. es ist 



d 



(AG_ X GF _ AB\ 2 



2« 

T 



(5) 



Ist AA'»^ B die Dicke der Platte, und bezeichnet man wieder mit q>, 
<Po'> <pe den Einfallswinkel und die Brechungswinkel der in der Platte 
fortschreitenden gewöhnlichen und ungewöhnlichen Welle, so ist 

. AC ^. 

COS(p, 

CF' 



Aß -^ 



COSqp^ 

Berücksichtigt man endlich noch, dass 

sin qp sin qtj sin qp/ 



r: 



(58) 



ist, 80 ergiebt sich hieraus 



2 ff 2> sin qp 
T V~" 



y^ H^€ ^ Wo nr gj^ ^^ ^^^ ^^ gjn ^^^ cos qp/y 



2jr Z) sin qp / x / . ,. 
-f- — p— (ctg (po— ctg (pe). 



(5b) 



Um aus dieser Gleichung den Werth von 8 in unserem Falle zu 
finden, berücksichtige man, dass sich die Winkel ffo und qp/ der ge- 
brochenen gewöhnlichen und ungewöhnlichen Welle nur um sehr 
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kleine Grössen von dem Winkel g)' unterscheiden, welcher sich ohne 

Berücksichtigung der Doppelbrechung aus der Gleichung 

sin <p sin q>' 

~V~ — a 

berechnet. Setzt man also 

W= ¥+ ^0 , g>o = (P'+ Sey (6) 

so können die höheren Potenzen von €o und f« vernachlässigt werden^ 
und man erhält 

cot g)(,'= cot w . ,%- 

s 

cot wj = cot w r-=-*— 7- , 

^ ^ sin* qp ' 

die Gleichung (5b) für 8 geht also in unserem Falle über in 

* = -!• ^bIFV^*'-*')- 

Die kleinen Grossen f, und e, endlich bestimmen sich leicht, wenn 
man in die aus (5 a) und ans (22) der eilften Vorlesung sich ergeben- 
den Gleichungen 

sin' 9)<"'= '^ (a» - (a* - c») sin» ^-"•) 

sin' 9,;= ^^ («* - (c2 - fl») sin» !^-?'') 

= sin'„(l+^sin'!^) 

an Stelle von ipo und 9)/ ihre Ausdrücke aus (6) substituirt; ent- 
wickelt man dann die linke Seite nach steigenden Potenzen von e^ 
und £« und berücksichtigt wieder nur ihre ersten Potenzen, so er- 
hält man für diese Grössen zwei lineare Gleichungen, durch deren 
Auflösung sich ergiebt 

Hier sind t/, und t/j die Winkel, welche die Normale der betrefPen- 
den gebrochenen Welle mit den optischen Achsen bildet*, streng ge- 
nommen haben diese Winkel also verschiedene Werthe in der oberen 
und in der unteren Gleichung. Da aber a^ — c^ unendlich klein 
angenommen ist, so können für t/, und t/, diejenigen Werthe gesetzt 
werden, welche sich ohne Bücksicht auf die Doppelbrechung ergeben. 
Es ist also 
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^. - ^0 = i tg 9-' ^^ (sin^ ^ - sin^ "^^J^) 
1 . . c^-a* . 

und der gesammte Werth der Verzögerung d wird demnach 

^""'r a» cos 9'""' '^V 

Hierbei ist noch nicht benutzt, dass 9), also auch (p' unendlich 

klein ist. In Folge dessen ist der Factor ? im Allgemeinen gleich 

Eins zu setzen ; in gewissen speciellen Fällen findet das aber, wie wir 
sehen werden, nicht statt. 

§3. 

Wir wollen nun annehmen, dass auf die Platte gleichzeitig in 
verschiedenen Richtungen Lichtstrahlen fallen, die aber alle mit der 
Normale derselben unendlich kleine Winkel bilden; die verschiedenen 
Punkte des Gesichtsfeldes sind dann ungleich hell, und bei auffallendem 
weissen Lichte auch ungleich geförbt. 

Mit der Richtung des betrachteten Strahles ändern sich die Winkel 
a^ und ^2 im Allgemeinen unendlich wenig; endliche Aenderungen 
kommen nur vor, wenn die Normale der Platte sehr nahe einer 
optischen Achse liegt, welchen Fall wir vorläufig ausschliessen , um 
ihn im nächsten Paragraphen eingehend zu untersuchen. In den Aus- 
drücken (2) und (2a) für / sind somit a^ und a^ als constant zu betrachten, 
ti] und ^2 ändern sich immer unendlich wenig und (p' bleibt unendlich 

klein; nichts destoweniger verändert sich die Grösse 8 endlich und sin^ — 

nimmt alle Werthe zwischen und 1 an, falls die Dicke der 
Platte D einen solchen Werth hat, dass der Ausdruck 

D(c»--o«) 

unendlich gross ist. Die Gleichung der Curven gleicher Helligkeit 
und gleicher Farbe ist alsdann 

d 3= const., d.h. -° **«-?15J^ = const. 

' CO8 qp 

Die Werthe der Maxima und Minima von J sind bei homogenem Lichte 

cos2(aj + «2) ^^^ cos^(ai — «j) 

also 1 und 0, wenn xc^ und aj ««Hl^** ^^*5 ^^^® Verschiedenheit 
findet nicht statt, falls sin 2a^ oder sin 2^2 gleich Null ist. 

Untersuchen wir jetzt die Gestalt der Linien gleicher Lichtstärke 
und Farbe. Wir wollen die Werthe von % also auch die von (p\ als 
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unendlich kleine Grössen der ersten Ordnung bezeichnen; die Aende- 
rungen; welche der zu untersuchende Ausdruck 

sin Ui sin u^ 
cos qp' 

innerhalb des Gesichtsfeldes erfahrt^ sind dann im Allgemeinen auch 
von der ersten Ordnung, und nur die Glieder dieser Ordnung sind 
somit zu berücksichtigen; da aber in gewissen Fällen die Glieder 
erster Ordnung verschwinden, und die der zweiten dann die Er- 
scheinung bestimmen, so wollen wir auch diese Glieder sogleich mit be- 
trachten. Wir denken uns aus dem Mittel- 
punkte einer Kugel, mit dem Radius Eins 
drei Linien parallel den beiden optischen 
Achsen und der Plattennormale gezogen ; 
A^\ A^j N seien ihre Schnittpunkte 
mit der Eugelfläche, ferner sei S' der 
Schnittpunkt derselben mit der Linie, 
welche aus dem Mittelpunkte parallel 
dem betrachteten gebrochenen Strahle 
gezogen ist. Nun halbiren wir den Winkel 

A^ NA2 durch einen grössten Kreis und nennen o und ^ die Winkel, 
die dieser mit NS' und mit NA^ bildet; endlich seien v^ und r, die 
Winkel, welche die Plattennormale mit den beiden optischen Achsen, 
und 26' der Winkel, den die beiden Achsen mit einander bilden, 
d. h. es sei 

A{N=v^y A^N'^v^j ^,'^'= 2(r'. 

Dann ergeben sich aus den sphärischen Dreiecken NS'A{ und 
NS'A^ für 

5'^,'=M, und S'A^—u.^ 

die folgenden Gleichungen 

cos Wj «=» cos r, cos 9)'-|- sin v^ sin 9' cos (ca + f*) 
cos «2 = cos v^ cos 9)'+ sin v^ sin (p cos(g) — ^). 

Aus der ersten Gleichung folgt bei Vernachlässigung von sin* q/ 

cos^ t/j =» cos^ i;, -{- 2 sin i;, cos 1;, cos((«> + ^) ^^^ 9 

— /cos^ v, — sin^ v^ cos^(aj + ^)) sin^ g?', 
also 

sin^ «1 = sin^v, < l — 2 ctg v, cos(a) + f*) sin <p' 

+ (ctg2 Vi - cos2(a) + ^))sin2 9)'} , 
und ähnlich 

sin^ «2 = sin' V2 1 1 — 2 ctg v^ cos(ai — ^) sin (30' 

+ (ctg' V2 — cos^(g> — fi)] sin^ (p'\ . 
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Entwickeln wir abo jetzt in der Gleichung der betrachteten Gurve 

die linke Seite nach steigenden Potenzen von sin 9' und berücksich- 
tigen dabei, dass bei der über 9?' gemachten Voraussetzung bis auf 
Grössen vierter Ordnung 

— , - = 1 + sin^ w 

008* <p ' ^ 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich bis auf unendlich kleine Grossen 
dritter Ordnung 

'^'cSv'"' == "'^'•'> "°'''« (^0 + 2«^, Binq>'- U, 8in>'), (8) 
WO die Coefficienten 

ü^ =a cot Vj cos (cd + ^) -j- cot V2 cos((i} — ^) (8 a) 
f/j a=5 1 -j- cot^ Vi + cot^ v^ — cos^ (cd + f*) — cos^(o — ft) 
+ 4 cot Vj cot «^2 cos (o — f*) cos (cd + ^) 
von der Lage von S' unabhängig sind. Im Allgemeinen sind hier- 
nach die Linien gleicher Helligkeit und gleicher Farbe bestimmt durch 
die Gleichung 

(7, sin 9>'= const. (9) 

Eine Ausnahme findet nur statt, wenn für jeden Werth von a 
der Goefficient ü^ von sin 9?' unendlich klein oder ist ; im letzteren 
Fall ist. die Gleichung der genannten Linien 

1/2 sin^ 9' «=» const. (9 a) 

Die hierfür geltenden Bedingungen sind 

(ctg v^ + ctg V2) cos f* = 
und 

(ctg v^ — ctg V2) sin f* = 0, 

und diese lassen sich, da nach der über die Lage der Flächennormale 
gemachten Voraussetzung sin Vi • sin t'a ^ ist, auch folgendermassen 
schreiben 

sin (r, + Vj) cos f* = ^jQ^ 

sin (v^ — V2) sin fi = 0. 
Diesen beiden Bedingungen kann offenbar nur in den folgenden drei 
Fällen genügt werden 

1) sin (vj + V2) = sin (v^ — t;^) e= 0, 
d. h. 

dann steht also N auf der Ebene der optischen Achsen senkrecht, 

und es ist 

2/[t = 26\ 



d. h. 
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2) siu (v, — Vj) = 0, cos ^ = 0, 






2' 

dann halbirt N den Winkel zwischen den optischen Achsen, man 
hat also 

t^j = ^2 = ^'• 

3) sin (t;, + v^ = 0, sin ft = 0, 
d. h. 

Vx + v^^TCy /* = 0; 

dann halbirt die Richtung N den Nebenwinkel des Winkels zwischen 
den optischen Achsen, und es wird 

Die Fälle, in denen die Erscheinung durch die Glieder der zweiten 
Ordnung des Ausdruckes (8) bestimmt ist, sind hiernach die, dass 
die Plächennormale der Krystallplatte mit einer ihrer drei Elasticitäts- 
achsen zusammenfallt. Unter dieser Voraussetzung ist somit 

Ü2 sin^9'= const 

die Gleichung der Linien gleicher Helligkeit und Farbe. Führt man 
in Ü2 an Stelle von Vj, v^ und ^ ihre vorher angegebenen Werthe 
ein, so wird dieser Ausdruck in den drei unterschiedenen Fällen 
1 — cos^C© + ^') — cos2(c} — &) 
1 + 2 cot2(y' — 2 sin^oj — 4 cot^ij' sin^ o 
1 + 2 tg2 <i' — 2 cos^cD - 4 ig^a' cos^o, 
und man überzeugt sich leicht, dass derselbe gleich 

cos 2g7, 
mnltiplicirt mit einem der drei constanten Factoren 

cos 2&, 1 + 2 cot^a', 1 + 2 tg'<y' 

ist. Nur der erste dieser Factoren kann verschwinden, und auch 
dieser nur dann, wenn der Winkel 20* zwischen den beiden optischen 
Achsen ein Rechter ist. Unter dieser Voraussetzung würden also auch 
die Glieder zweiter Ordnung in der Gleichung der Linien gleicher 
Helligkeit und Farbe verschwinden, und man müsste die Glieder 
dritter Ordnung berücksichtigen. Schliessen wir diesen ganz speciellen 
Fall aus, so ist also, falls N mit einer der Elasticitätsachsen zusammen- 
fällt, die Gleichung dieser Linien 

cos 2(0 sin^ 9?'= const. (11) 

In jedem anderen Falle ist die Gleichung der Curven gleicher Farbe 
und Helligkeit 

sin 9?'(sin(i^j + i;2)cosftco8o — sin(i;i — Vj) sinjt sin cd) «=. const. (IIa) 

Kiiohboff, Optik. 17 
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Wir wollen diese beiden Gleichungen noch in eine andere Form 
bringen^ in der die Natur der dargestellten Curven deutlicher hervor- 
tritt: Statt ^' führen wir den Einfallswinkel 9 ein durch 

Fsiny'™ a sin 9>, 

9> und CD sind dann die Polarcoordinaten des betrachteten einfallenden 
oder austretenden Strahles; setzen wir weiter 

sin 9 cos (D = a; ^ ^^ 

sin 9> sin o >=» ^; 

so können wir x und y als die rechtwinkligen Goordinaten eines 
Punktes des Gesichtsfeldes ansehen in Bezug auf ein Üoordinaten- 
system, dessen Anfangspunkt der Punkt N und dessen o:- Achse die 
Polarisationsrichtung der gewöhnlichen Welle ist. 

Die Gleichung der Curven gleicher Helligkeit und Farbe ist dann 
nach (IIa) im Allgemeinen 

sin(t;, + Vj) cos fi • o; — sin(t;j — v^ ain fi't/ ^^ consi (13) 

d. h. sie sind parallele Gerade. Fällt dagegen N mit einer der 
, Elasticitatsachsen zusammen, so ist (11) die Gleichung dieser GurveU; 
und sie geht bei Einführung der neuen Goordinaten über in 

a:* — §/^ = const.; (13 a) 

diese Linien sind somit gleichseitige Hyperbeln^ deren Hauptachsen 
die hier gewählten Goordinatenachsen sind. 

§4. 

Wir wollen endlich noch den vorher ausgeschlossenen Fall be- 
trachten, dass die Normale N einer oder beiden optischen Achsen 
unendlich nahe liegt; der zweite Fall setzt offenbar voraus^ dass die 
beiden optischen Achsen selbst einen sehr kleinen Winkel mit ein- 
ander bilden, wie dies z. B. beim Salpeter der Fall ist. Da hier «j 
und «2 innerhalb des Gesichtsfeldes nicht als constant zu betrachten 
sind, so wird bei auffallendem weissen Lichte in einer Linie gleicher 
Farbe die Helligkeit nicht überall dieselbe sein. Die Linien gleicher 
Farbe, die 8. g. isochromatischen Curven, haben auch hier die Gleichung 

d «= const. 
oder 

sin Ui sin tij «=^ consi, (14) 

da hier nicht der Fall eintreten kann, dass der Factor > berück- 

' cos 9 

sichtigt werden muss; indessen ist hierbei zu bemerken, dass in einer 

solchen Linie die Farbe in die complementäre übergehen kann. Ausser 

diesen Gurven bieten sich der Beobachtung dar die farblosen Linien, 

deren Gleichung ist 
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sin 2a, sin 2a^ « 0; (I4a) 

die Helligkeit in ihnen ist für homogenes Licht 

cos'(ai — «j) 
also gleich Eins, wenn die Polarisationsebenen der beiden Nicols 
parallel sind, gleich Null, wenn diese senkrecht auf einander stehen. 
Wir wollen zunächst näher den Fall discutiren, dass die Normale 
N mit der ersten optischen Achse zusammenrällt, mit der zweiten 
aber einen endlichen Winkel bildet, g)' und o seien wieder die 
Polarcoordinaten des gebrochenen Strahles, und o werde von der 
Ebene der optischen Achsen an gezählt. Dann ist 

^1 "= ¥f ^2 = 2^ ■=* const, 
es ist also die Gleichung der isochromatischen Curven 

9'= const. (15) 

oder auch; wenn wir wieder wie am Ende des vorigen Paragraphen 
die Polarcoordinaten für das Gesichtsfeld einführen, 

9 «a const. ; 
d. h. die Linien gleicher Farbe sind concentriscbe Kreise, deren 
Mittelpunkt der ersten optischen Achse entspricht 

Um die Gleichung der farblosen Linien aufstellen zu können, 
nennen wir ß^ und ß^ die Winkel, welche die Polarisationsebenen 
des ersten und zweiten Nicols mit der Ebene der optischen Achsen 
bilden-, berücksichtigt man dann, dass die 
Polarisationsebene der zum Strahle 5' ge- ** 

hörigen gewohnlichen Welle den Winkel 
Ä — 0} bei 5' halbirt, so ergiebt sich 

«2 = 1 - (ß2+i-)' 

Die farblosen Linien sind daher wegen (14 a) die beiden Geraden 

a> = — 2/S, und oi = — 2ß^ (15a) 

und ihre Verlängerungen; ihre Schnittpunkte mit den isochro- 
matischen Kreisen sind zugleich die Stellen, wo auf jenen die Farbe 
in die complementäre übergeht. Diese beiden Linien verwandeln 
sich in eine einzige , wenn 2/S, und2j82, oder, was dasselbe ist, wenn 
2«! und 2a2 sich um ein Vielfaches von k unterscheiden, und zwar 
ist diese Linie weiss oder schwarz, je nachdem ß^ = ß^ oder 

^1 = /»2 + f ist. 

Untersuchen wir jetzt den zweiten Fall, dass die beiden optischen 
Achsen einen unendlich kleinen Winkel bilden, und nehmen wir der 
Einfachheit wegen an, dass die Normale N diesen halbirt. 

17* 
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Die Gleichung der isochromatischen Curven wird alsdann 

t/j t/2 = const. , (16) 

diese sind also ein System von Lemniscaten, deren Mittelpunkte die 
optischen Achsen sind. Diese Gurren würden sich der Betrachtung dar- 
bieten, wenn die Strahlen in derselben Richtung unser Auge träfen, in 
welcher sie die Krystallplatte durchsetzt haben. Durch die Brechung 
beim Austritt wird die Erscheinung aber wesentlich modificirt. In der 
nachstehenden Figur, welche wir uns, wegen der grossen Kleinheit 
ihrer Linien als eben vorstellen können, bezeichnen wieder S A( A^ 
die Punkte, in denen die zum Strahle und zu den beiden optischen 




Achsen parallelen Kugelradien die Kugelfläche schneiden, während 
N das Bild der Plattennormale ist. Ziehen wir jetzt durch den Kugel- 
mittelpunkt drei Strahlen, welche den soeben betrachteten nach ihrem 
Austritt aus dem Krystall parallel sind, und nennen wir SÄ^A^ ihre 
Schnittpunkte mit der Kugel, so sind dies die Punkte, welche im 
Gesichtsfelde dem betrachteten Strahle, sowie den beiden optischen 
Achsen entsprechen. Wäre nun die Platte einfach brechend, so lägen 
die Punkte A^^/^j, N A^ A^ und NS'S je auf einer Geraden, und nach 
dem Sneirschen Gesetze wäre 

Ai'N "" ^/iV ~ S'N ~ a ' 

jene Punkte könnten also sehr leicht construirt werden. Auch hier 
können wir aber von der Doppelbrechung absehen, d. h. wir dürfen 
annehmen, dass die Lage der Punkte dieselbe ist, wie bei einer 
einfach brechenden Platte. Die durch A^ und A^ bestimmten Rich- 
tungen haben den Namen der scheinbaren optischen Achsen erhalten, 
es sind das die Richtungen^ welche die Strahlen im äusseren Medium 
haben müssen, damit sie im Inneren des Krystalles parallel den 
optischen Achsen fortschreiten. 
Sind nun 

SA^ = U^, SA^= ü^ 

die Entfernungen des Bildes S des austretenden Strahles von den 



(17) 
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scheinbaren optischen Achsen, so ergiebt sich aus der Figur un- 
mittelbar für die isochromatischen Linien die Gleichung 

£^, C^2 = const. (16 a) 

sie sind also ein System von Lemniscateu, deren Mittelpunkte den 
scheinbaren optischen Achsen entsprechen. 

Die farblosen Linien endlich ergeben sich durch die folgende 
Betrachtung: Es sei y der Winkel zwischen der Ebene der optischen 
Achsen und der Polarisationsebene der gewöhnlichen zu S' gehörigen 
Welle; dann ist, weil S'o den Winkel bei 5' halbirt, 

y = ^,'+f, 180''-y=^,'+|l , 
also 

y = 90» -f- -i'=^ 

oder, was dasselbe ist, es ist 
man -erhält daher 

Farblos sind mithin die Linien, für welche 

sin (2/3, +^, _^2) = 
und (17 a) 

sin(2/J2 + ^, — 4) = 
ist. 

Es seien nun x^ y die Coordinaten des Punktes S in Bezug auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt N und 
dessen a:- Achse die Linie A^A<^ ist; nennt man dann 2<y den Winkel 
A^A^ der scheinbaren optischen Achsen, so lassen sich die ülei- 
chungeu (17 a) der beiden farblosen Linien folgendermassen schreiben 

*" (F* — iC* 

oder auch 

x^ — \ß'\- 2xy cot 2ß = <y2, 

wo für die erste Curve ß = ßi, für die letzte ß = ß^ zu setzen ist. 
Die farblosen Linien sind somit gleichseitige Hyperbeln, deren Mittel- 
punkt N ist, und welche stets durch die beiden Punkte (+ <y, 0), 
d. h. durch die scheinbaren optischen Achsen hindurch gehen. Bezieht 
man die Gleichung einer farblosen Lfhie auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem (S, tj) mit demselben Anfangspunkte, dessen 
g- Achse der Polarisationsebene des betreflFeuden NicoFschen Prismas 
parallel ist, setzt man also 
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a; e=a g COS j8 + ij sin /S 
y = — I sin /J + ij cos /S, 
so geht die Gleichung dieser Curvö über in 

2^fl c= <y2 sin 2/5, 

die Polarisationsebene des betreffenden Nicols und die auf ihr senk- 
rechte Ebene sind somit die Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel, 
das Quadrat ihrer Halbachse ist gleich <J^ sin 2/5, und ihre reelle 
Hauptachse bildet mit der Achse A^Ä2 einen Winkel von 45^ — ß. 
Dreht man also die doppeltbrechende Platte bei unveränderter 
Lage der polarisirenden Vorrichtungen, so drehen sich die Achsen 
der beiden Hyperbeln mit gleicher Geschwindigkeit, aber in entgegen- 
gesetzter Richtung. In dem speciellen Falle, dass die Polarisations- 
ebenen der beiden NicoVschen Prismen parallel sind, oder auf einander 
senkrecht stehen, dass also 



/5, = /5, oder ß^^ßt^ 



n 



ist, fallen auch die beiden farblosen Hyperbeln in eine zusammen, da 
sie dieselben Asymptoten haben und beide durch die Punkte A^ und 
A^ hindurch gehen. Die so entstehende gleichseitige Hyperbel ist 
dann nach (17) im ersten Falle weiss, im zweiten schwarz. Fällt 
ferner eine der Polarisationsebenen mit der Ebene der optischen 
Achsen zusammen oder steht sie senkrecht auf dieser, ist also 

/5 = 0, oder |5 = f, 

so wird die Gleichung der betreffenden Hyperbel 

gi? = 0, 

dieselbe degenerirt also in ein Linienpaar, welches mit den ursprüng- 
lichen Achsen zusammenrällt. Ist endlich ß = 45^ so fällt die Haupt- 
achse der entsprechenden Hyperbel mit A^A2 zusammen, die schein- 
baren optischen Achsen sind dann also die Scheitel derselben. 

Ist der Krystall ein optisch einachsiger, d. h. ist 6 = 0, so fallen 
A^ und A2 zusammen, und jede der beiden farblosen Hyperbeln ver- 
wandelt sich in ein Paar auf einander senkrechter Geraden, während 
die isochromatischen Lemniscaten in concentrische Kreise übergehen. 



ANHANG. 



Die Grundlage für die Veröffentlichung der Vorlesungen über die 
mathematische Optik bildete ein von Gustav Kirchhoff mit grosser Sorg- 
falt für den Vortrag niedergeschriebenes 462 Seiten starkes Manuscript, 
sowie ein kleineres Heft einzelner Blätter, Theile früherer Bearbeitungen 
enthaltend, welches an einigen wenigen Stellen benutzt werden konnte, 
endlich das Manuscript einer im Sommersemester 1875 gehaltenen öffent- 
lichen Vorlesung über „Katoptrik und Dioptrik". Hierzu kamen noch 
die beiden jedenfalls aus den Resultaten der Vorlesung entstandenen 
Abhandlungen „Ueber die Reflexion und Brechung des Lichtes an der 
Grenze krystallinischer Körper" (Abhandlungen der Berliner Akademie vom 
Jahre 1876) und „Zur Theorie der Lichtstrahlen" (Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie vom Jahre 1882). 

Ausserdem waren mir von irüheren Schülern Kirchhoffs mehrere 
Ausarbeitungen dieser Vorlesungen aus verschiedenen Jahren gütigst zur 
Verfügung gestellt worden, und zwar von Herrn Prof. Dr. Nöther in 
Erlangen eine der frühesten Heidelberger Vorlesungen von 1866/7, von 
Herrn Dr. Weinstein in Berlin eine solche vom Jahre 1876/6, zwei Be- 
arbeitungen der Vorlesung 1879/80 von Herrn Professor König und Herni 
Nath, die letztere durch Vermittlung des Herrn Dr. Kötter, endlich eine 
sehr ausführliche stenographische Ausarbeitung der letzten Vorlesung 1883/4 
von Herrn Dr. Stäckel. Alle diese Bearbeitungen, sowie zwei von mir 
herrührende sorgfältige Nachschriften der beiden letzten Vorlesungen von 
1881 und 1883 sind in ausgedehntem Maasse für die Herausgabe benutzt 
worden^ und ich erlaube mir, den oben genannten Herren meinen besten 
Dank für ihre werthvolle Unterstützung zu sagen. 

Ganz besonders aber ist es mir ein Bedürfhiss, meinen ehrfurchts- 
vollen Dank Herrn Geheimrath v. Helmholtz auszusprechen, welcher die 
grosse Güte hatte, das für die Herausgabe vorbereitete Manuscript vor der 
Drucklegung durchzusehen ; die von ihm angegebenen Zusätze und Bemer- 
kungen habe ich unten hervorgehoben; möchte *es mir gelungen sein^ 
dieselben in der richtigen Weise zu benutzen. 

Das der Veröffentlichung zu Grunde liegende Kirchhoff 'sehe Manuscript 
ist hervorgegangen aus einer älteren, wahrscheinlich für die erste Berliner 
Vorlesung bestimmten, jedenfalls aber vor dem Jahre 1875 abgefassten 
sehr ausführlichen Niederschrift. Für die späteren Vorlesungen sind dann 
beträchtliche Theile, fast zwei Drittel des Manuscriptes, durch vollständige 
Neubearbeitungen ersetzt worden. So lassen sich in dem vorliegenden 
Kirchhoff'schen Hefte ausser der ursprünglichen drei Umarbeitungen ein- 
zelner Theile unterscheiden, und mit Hülfe der oben erwähnten Ausarbei- 
tungen konnte auch die Zeit ihrer Abfassung annähernd festgestellt 
werden: Es fällt die erste grössere Umarbeitung in die Zeit zwischen 
1876 und 1879, die zweite ist für die Vorlesung von 1881/2, die letzte 
für diejenige vom Jahre 1883/4 gemacht worden. 
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Die beiden letzten Redactionen, sowie die Einleitung (die erste 
Vorlesung der vorliegenden Ausgabe), welche zusammen mehr als den 
dritten Theil des ganzen Manuscriptes ausmachen, sind stjlistisch und 
sachlich mit so grosser Sorgfalt durchgeführt ^ dass die Yermuthung be- 
gründet erscheinen kann, sie seien bereits im Hinblick auf eine spätere 
Veröffentlichung niedergeschrieben worden; diese Theile sind auch nur 
mit unwesentlichen Zusätzen von Kirchhoff in seinen beiden letzten Vor- 
lesungen vorgetragen, und daher fast wörtlich in diese Ausgabe über- 
nommen worden. 

Dagegen ergiebt eine genaue Vergleichung der beiden ersten Bearbei- 
tungen mit dem Text der im Winter 1883/4 gehaltenen Vorlesung, 
dass der Inhalt jener Blätter von Kirchhoff in wesentlich erweiterter und 
veränderter Form vorgetragen worden ist. In den Nachschriften finden 
sich grössere Ausfiihrungen , welche im Manuscript theils ganz fehlen, 
theils nur durch kurze Bleistiftnotizen angedeutet sind; einige Entwick- 
lungen sind im Vortrag in völlig anderer Weise als im Concept durch- 
geführt; an manchen Stellen ist es die Anordnung des Stoffes, welche in 
der Vorlesung modificirt worden ist; auch besitzen diese Theile des 
Manuscriptes noch nicht die wunderbare Schärfe und hohe Eleganz des 
Ausdruckes, welche Kirchhoff seinen Veröffentlichungen stets zu geben 
pflegte. 

Aus diesen Gründen erschien die Annahme berechtigt, dass ein wört- 
licher Abdruck auch dieses Theiles der Handschrift nicht den Wünschen 
des Verewigten entsprochen haben würde. Statt dessen wurde versucht, 
möglichst den vollen Inhalt der letzten und vollendetsten Vorlesung wieder- 
zugeben, derjenigen, welche Kirchhoff im Wintersemester 1883/4 gehalten 
hat, unter Hinzunahme nur der Theile früherer Vorträge, welche für das 
Verständniss späterer Kapitel wichtig sind, und damals wohl nur aus Zeit- 
mangel gar nicht, oder nur kurz berührt wurden. Eigene Zusätze und 
Veränderungen wurden nur an wenigen Stellen gewagt, wo sie für das 
Verständniss nöthig schienen, oder wo die veränderte Bestimmung der 
Vorträge eine andere Art der Darstellung wünschenswerth machte. Ueber 
diese, sowie die mit Benutzung der Ausarbeitungen und Nachschriften ge- 
machten Zusätze giebt das nachfolgende Verzeichniss erschöpfende Auskunft. 

So konnte es wohl gelingen, fast vollständig den Inhalt, nicht aber 
die harmonische Form jener Vorlesungen wiederzugeben, oder gar den 
Zauber der mündlichen Vorträge Kirchhoffs so festzuhalten, wie er allen 
denen lebendig bleiben wird, welche einmal das Glück hatten, seinen 
Worten zu lauschen; ebenso wenig aber war es möglich diesem Werke 
die stjlistische Vollendung aller Kirchhoff'schen Schriften zu verleihen. 
Die zahlreichen Aenderungen, welche bei den beiden ersten Vorlesungs- 
manuscripten anzubringen waren, und die Bedaction der nur durch die 
Nachschriften erhaltenen mündlichen Zusätze Kirchhoffs bildeten für die 
Herausgabe eine schwierige und verantwortungsvolle Aufgabe, und ich 
bin mir selbst wohl bewusst, dass ich diese nicht in befriedigender Weise 
gelöst habe, obwohl ich mit meiner ganzen Kraft dieses Ziel zu erreichen 
suchte. 
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Einleitung. Liohtbewegnng in einem unbegrenzten homogenen 
isotropen Medium. I. Vorlesung. 

Das Manuscript dieser Vorlesung gehört vollständig der ersten Be- 
arbeitung an; eine Ausnahme macht nur der § 7 bis pag. 19 Z. 18 v. o., 
welcher, wohl mit Rücksicht auf die zweite und dritte Vorlesung, im 
Jahre 1883 vollständig umgearbeitet wurde. Stylistische Aenderungen 
wurden fast gar nicht vorgenommen. 

§ 2 pag. 3 Z. 7—3 V. u. Zus. d. H. nach der Bleistiftnotiz „Foucault 1854". 
§ 3 pag. 7 Z. 1—6 y. o. Zus. d. U. nach der Bleistiftnotiz „Allgemeine 

LöSUDg". 

§ 4 pag. 8 Z. 10—27 v. o. Zus. d. H. 
pag. 9 Z. 9—13 y. o. Zus. d. H. 

Z. 14—23 y. 0. Ausführung nach Angaben des MS. 
§5 pag. 11 Z. 10—20 y. o. Zus. d. ü. mit Benutzung einer ausführlichen 
Darstellung y. J. 1866/7. 
Z. 13 y. u.— pag. 12 Z. 3 y. o. Zus. nach der Darstellung von 
1866/7. Im MS.: ,yA und d können mit Hülfe eines 
Parallelogramms construirt werden**. 
§ 6 pag. 16 Z. 14—26 y. o. Zus. d. H. nach der Ausarbeitung y. J. 1879 
und der Nachschrift y. J. 1881. 

Erster Theil. Einwirkung fremder Körper auf die Liohtbewegnng. 
Theorie der Beflezion und Brechung. 11., m., IV. Vorlesung. 

Dieser Theil des Werkes ist mit Ausnahme des § 4 der zweiten Vor- 
lesung im Jahre 1881 und alsdann noch einmal im Jcüire 1883 voUständig 
neu bearbeitet worden. (Vgl. die Abhandlung „^^i^ Theorie der Licht- 
strahlen".) Die §§3 — 5 der vierten Vorlesung bildeten einen Theil der 
Vorlesung über Katoptrik und Dioptrik, welcher erst im Jahre 1883 um- 
gearbeitet und in die Vorlesung über Optik aufgenommen wurde. In der 
zweiten und dritten Vorlesung ist die Darstellung mit Rücksicht auf eine 
Bemerkung von Herrn v. Helmholtz an einigen Stellen etwas ausführlicher 
als im MS. — § 4 der dritten Vorlesung, dessen Resultate in § 3 der fünften 
Vorlesung gebraucht werden, ist mit Benutzung eines altem MS. und der 
Ausarbeitungen von 1879 und 1881 hinzugefügt, und die Rechnung in 
ihrem letzten Theile durch Einführung der Grössen s geändert worden. 
Abgesehen von diesen und den unten angegebenen Zusätzen ist das MS. 
beinahe wortgetreu abgedruckt worden. 

Zweite Vorlesung. 

§ 1 pag. 22 Z. 4 V. u.— pag. 23 Z. 6 v. o. Zus. d. H. 
pag. 24 Z. 4 V. u. — pag. 25 Z. 8 v. o. Zus. d. H. 
pag. 26 Z. 10—7 V. u. Zus. d. H. 
pag. 26 Z. 7—10 V. o. Zus. d. H. 
§ 2 pag. 28 Z. 21—16 v. u. Zus. d. U. 

pag. 28 Z. 7 V. u.— pag. 30 Z. 8 v. o. Zus. d. H. unter Benutzung der 
Nachschriften aus den Jahren 1881 und 1888 und einiger 
Bleistifbiotizen. 
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§ 6 pag. 39 Z. 11 V. u.— pag. 40 Z. 7 v. o. Zus. d. H. nach einer Bemerkung 
auf einem Blatte des älteren MS. 
pag. 40 Z. 14-1 V. u. Zus. d. H. nach der Abhandlung v. J. 1882. 

• Dritte Vorlesung. 

§ 4. Zus. d. H. (vgl. die Vorbemerkung). 

§ 5 pag. 52 Z. 4 v. u. — pag. 53 Z. 8 v. o. Zus. d. H. 

Vierte Vorlesung. 

§ 2 pag. 63 Z. 14—2 v. u. Zus. d. II. nach einer Bleistiftnotiz am Rande 
des MS. 

§ 4 pag. 72 Z. 3 V. u. — pag. 73 Z. 6 v. o. Zus. d. H. nach einer Bleistift- 
notiz im MS. 

§ 5 pag. 76 Z. 11-15 v. o. Zus. d. H. 

pag. 77 Z. 14 V. u. — pag. 78 Z. 14 v. o. Zus. d. H. mit Benutzung der 
Nachschrift vom Jahre 1883. 



Zweiter Theil. Theorie der Beugungsersoheiniuigeii. 
V., VI., VII. Vorlesung. 

Das Manuscript für diesen Theil gehört mit Ausnahme der §§ 1 — 3 
der fünften und der §§ 2 — 3 der sechsten Vorlesung den beiden älteren 
Bearbeitungen vor 1880 an. — § 2 der sechsten Vorlesung ist für den 
Vortrag vom Jahre 1881 niedergeschrieben v^orden. In der Vorlesung von 
1879/80 wurde an dieser Stelle nur hervorgehoben, dass die Voraussetzung, 
nach welcher die Spaltweite sehr gross gegen die Wellenlänge sein muss, 
nicht zu bestehen braucht, dass aber die theoretische Begründung dieser 
Thatsache noch nicht gefunden ist. Die Darstellung des MS. wurde unter 
Benutzung der Nachschrift von 1883 und der Abhandlung vom Jahre 1882 
vollständig umgearbeitet und dem Zusammenhange entsprechend verändert. 
§ 3 der sechsten Vorlesung wurde erst im Jahre 1883 hinzugefügt und 
aus dem MS. ungeändert übernommen. Endlich wurden § 5 der fünften, 
§§ 1 und 5 der sechsten sowie §§ 1^ 2; 4 der siebenten Vorlesung zum Theil 
beträchtlich umgearbeitet. 

Fünfte Vorlesung. 

§ 1 pag. 80 Z. 6 -19 v. o. Zus. d. H. 

pag. 81 Z. 12 V. o. ist hinter ,4»^" einzuschalten „der Punkt o also 
nahe an der Verlängerung der Linie r^ liegt**. 

pag. 81 Z. 10—5 V. u. Zus. d. H. nach der Nachschrift vom Jahre 1883. 

pag. 82 Z. 11—16 V. o. Zus. d. H. nach einer Bleistiftnotiz im MS. 
§ 2 pag. 83 Z. 20-12 v. u. Zus. d. H. nach der Nachschrift vom Jahre 1883. 
§ 3 pag. 86 Z. 7-12 v. o. Zus. d. H. 

Bemerkung: Z. 8 v. o. statt „vierten" lies „dritten*'. 
§ 4 pag. 91 Z. 7-13. Zus. d. H. 
§ 6 pag. 97 Z. 6—12. Zur. d. H. 

Sechste Vorlesung. 

§ 1 pag. 98 Z. 3 V. u. — pag. 99 Z. 6 v. o. Zus. d. H. 

pag. 100 Z. 6— 16 v. 0. Zus. d. H. nach einer Bemerkung des Herrn 
Dr. Th. Lohnstein; im MS. steht: Ist die Zahl der Oeff- 
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nungen sehr gross und sind sie regellos vertheilt, so 
wird der Mittelwerth dieses Verhältnisses für einen 
kleinen Theil des Gesichtsfeldes an allen Stelleu des- 
selben merklich denselben Werth haben und zwar gleich 
n sein; (die letzten Worte Bleistiftnotiz am Rande). 

§ 1 pag. 100 Z. 17—27 Zus. d. H. nach den Vorlesungen von 1879 und 1883. 

§ 2 vgl. die Vorbemerkung. 

pag. 106 Z. 1—7 V. o. „Factisch giebt es eine Menge achwächerer 
Maxima, wo der Wegunterschied für Grenzstrahlen des 

ganzen Gitters - 7" - 1 beträgt, aber deren Lichtstärke 

ist klein dem Hauptmaximum gegenüber, wo sich die 
Strahlen aller Oeflbungen verstärken.** Bemerkung von 
Herrn v. Helmholtz. 

Siebente Vorlesung. 

§ 1 pag. 117 Z. 5 V. u. — pag. 118 Z. 8 v. o. Zus. d. H. nach einer Rand- 
bemerkung im MS. 
pag. 119 Z. 7 v. 0. - pag. 121 Z. 7 v. o. Zus. d. H. nach einem älteren 
MS.; dasselbe befand sich ursprünglich an einer anderen 
Stelle. 
§ 4 pag. 129 Z. 1—6 v. o. Zus. d. H. 

pag. 132 Z. 2—22 v. o. wurde die Darstellung etwas geändert. 



Dritter Theil. Intensität und PolarisationszuBtand des refleotirten 
und des gebrochenen Lichtes. VUL und IX. Vorlesung. 

Der Herausgabe liegt hier ausschliesslich ein älteres Manuscript zu 
Grunde und zwar für die achte Vorlesung die Redaction von 1879, für 
die neunte die ursprüngliche Bearbeitung. Von der Handschrift der achten 
Vorlesung wurden die §§ 1 — 4 fast wörtlich, § 5 und 6 mit grösseren 
Zusätzen und stylistischen Aenderungen übernommen. Die neunte Vor- 
lesung wurde für die Herausgabe der Form und dem Inhalt nach theils 
selbstständig, theils unter Benutzung der Nachschriften von 1881 und 1883 
vollständig umgearbeitet. Der § 3 der neunten Vorlesung ist erst in der 
letzten Vorlesung in dieser Form gegeben worden. 1881 wurde der hier 
bewiesene Satz nur erwähnt, 1879 in complicirterer Weise hergeleitet. Die 
Darstellung des Beweises wurde gegen die Vorlesung etwas verändert. 

Achte Vorlesung. 

§ 1 pag. 136 Z. 6-9 Zus. d. H. 

§ 2 pag. 139 Z. 7—18 Zus. d. H. 

§4 pag. 143 Z. 3 V. u.— pag. 144 Z. 7 v. o. veränderte Darstellung gegen 

das MS. 
§ 5 pag. 148 Z. 18 v. u.— pag. 149 Z. 4 v. o. Zus. d. H. nach Andeutungen 

des MS. und der .Nachschrift von 1888. 
§ 6 pag. 152 Z. 14 v. u.— pag. 153 Z. 14 v. o. veränderte Darstellung gegen 

das MS. 
pag. 153 Z. 22—28 v. o. Zus. d. H. nach der Vorlesung vom Jahre 1879. 
pag. 154 Z. 20— 1 V. n. Zus. d. H. mit Benutzung einer Darstellung 

vom Jahre 1867. 
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Neunte Vorlesung. 

Vergleiche die Vorbemerkung. 

§ 4 pag. 167 Z. 1 V. o.—Z. 13 v. o. wurde die Rechnung in anderer Weise 
ale im MS. gefuhrt, 
pag. 168 Z. 18 V. u.— pag. 169 Z. 14 v. o. Zus. d. H. nach einer Rand- 
notiz im MS. und einem eingeordneten Blatte mit Be- 
merkungen, 
pag. 169 Z. 15—80 v. o. Zus. d. H. 



Vierter Theil. Dispersion und Absorption isotroper Körper. 

Z. Vorlesung. 

Die Vorlesung ist in dieser Form nur im Jahre 1883 gehalten 
worden. 1881 und 1879 wurde nur auf die Helmholtz'sche Abhandlung 
verwiesen, im Jahre 1875 wurde die Theorie der Dispersion und Ab- 
sorption am Ende der Vorträge ausführlich, aber in völlig anderer Form 
behandelt Die Darstellung des Manuscripts wurde für den Druck nur 
wenig geändert. 

Zehnte Vorlesung. 

§ 3 pag. 176 Z. 20—30 Zus. d. H. 
pag. 177 Z. 9-16 Zus. d. H. 

pag. 179. Die Rechnung wurde hier gegen das MS. geändert. 
§ 5 Anfang: „In neuerer Zeit ist es Herrn Eundt gelungen, sehr dünne 
metallische prismatische Schichten herzustellen, welche 
Brechung erkennen lassen, zu genauen Messungen aber 
noch nicht fähig sind (Sitzuugsberichte der Berliner 
Akademie v. J. 1888 p. 255)". Zus. d. H. nach einer 
Bemerkung von Herrn v. Helmholtz. 
pag. 187 — pag. 188. Die Darstellung wurde hier gegen das MS. etwas 

geändert, 
pag. 188 Ende— pag. 190 Z. 3 7. o. Zus. d. H. mit Benutzung von (83). 



Fünfter Theil. Lichtbewegnng in einem krystalHnisohen lütteL 
XL, Xn.9 Xm., XrV. Vorlesung. 

Das Manuscript dieses Theiles gehört vollständig der ursprünglichen 
Redaction und der ersten Umarbeitung vor 1879 an. Ein grosser Theil 
der eilften Vorlesung wurde sogar bereits in den in Heidelberg gehaltenen 
Vorträgen über die Elasticitätstheorie in dieser Form vorgetragen und 
später in der Abhandlung vom Jahre 1876 veröffentlicht. Eine Ausnahme 
bildet nur der § 1 der vierzehnten Vorlesung — pag. 249 Ende, der 1883 
neu bearbeitet und gegen die frühere Darstellung wesentlich vereinfacht 
wurde. Die erste Umarbeitung ist hier zum Theil sehr kurz, so findet 
sich für § 2 der zwölften Vorlesung nur ein Blatt mit einzelnen Worten, 
ähnlich, aber ausführlicher § 2 — 3 der eilften Vorlesung. Der ganze Ab- 
schnitt wurde für die Veröffentlichung sehr beträchtlich umgearbeitet 
und erweitert, theilweise unter Benutzung zahlreicher Bleistiftnotizen am 
Bande des Manuscripts der Abhandlung von 1876, der beiden Nachschriften 
und der stenographischen Ausarbeitung vom Jahre 1883. 
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Eilfte Vorlesung. 
§ 1 pag. 192 Z. 1—15 V. 0. ZuB. d. H. nach der Vorlesung vom Jahre 1888. 

pag. 193. Die Bezeichnungen des Potentiales und der Druckcompo- 
nenten wurden hier gegen das MS. und die Abhandlung 
von 1876 so geändert, dass sie mit denjenigen der ersten 
Vorlesung und der Mechanik im Einklang sind. 

pag. 196 Z. 15 V. 0.— pag. 197 Z. 3 v. o. Zus. d. H. mit Benutzung 
von der Nachschrift vom Jahre 1883. 
§ 2 pag. 197 Z. 13—19 v. o. Zus. d. H. 

Z. 4 V. u. In der in Heidelberg gehaltenen Vorlesung, sowie 
auch im. Jahre 1875 wurde eine Herleitung des Aus- 
druckes von F für den Lichtäther gegeben, welche, 
ähnlich wie die Green*sche Untersuchung, zuletzt auf 
ein System von 16 linearen Gleichungen für die CoefQ- 
cienten von F führte. Seit 1880 wurde diese etwas aus- 
gedehnte Untersuchung nicht mehr, sondern nur ihr Re- 
sultat und die Verification desselben angegeben. Eine 
einfache Herleitung findet sich im Journal für die reine 
und angewandte Mathematik Bd. 108 pag. 140—143. 

pag. 199 Z. 2 V. u.— pag. 200 Z. 8 v. o. Zus. d. H. 

Zwölfte Vorlesung. 

§ 1 pag. 205 Z. 6 V. u.— pag. 206 Z. 6 v. o. Zus. d. H. nach der Abhand- 
lung V. J. 1876. 
pag. 206 Z. 14—31 V. o. Die Darstellung wurde gegen die des MS. 

verändert, 
pag. 208 Z. 17—22 Zus. d. H. nach der Abhandlung v. J. 1876. 
§ 2 pag. 209 Z. 5 V. u.— pag. 210 Z. 12 v. o. Zus. d. H. nach einer Blei- 
stiftnotiz am Rande des MS. und der Nachschrift vom 
Jahre 1883. 
§ 3 pag. 212 Z. 6—18 v. o. Zus. d. H. nach der Vorlesung vom Jahre 1883. 
§ 4 pag. 213 Z. 7—12. Zus. d. H. nach Bleistiftnotizen im MS. 
§ 5 pag. 216 Z. 7—25 v. o. Die Rechnung ist hier gegen das MS. verändert, 
pag. 217 Z. 10—1 V. u. Zus. d. H. 

Dreizehnte Vorlesung. 

§ 1 pag. 219 Z. 5 V. 0.— Ende § 1. Zus. d. H. mit Benutzung der Abhand- 
lung V. J. 1876; im MS. und beim Vortrage wurden alle 
Wellennormalen von vornherein als senkrecht zur 
Y-Achse vorausgesetzt und alsdann aus den Grenz- 
bedingungen die Gleichungen (4^) abgeleitet 

§ 2. Zus. d. H. mit Benutzung der Abhandlung und der Vorlesung vom 
Jahre 1883. 

§ 8 pag. 224 Z. 11 V. u. — Ende §3. Zus. d. H. mit Benutzung einiger 
Bleistiftnotizen, sowie der Abhandlung und der Aus- 
arbeitung vom Jahre 1883. 

§ 4 pag. 227 Z. 16—28. Zus. d. H. mit Benutzung der Vorlesung vom 
Jahre 1883. 

§ 5 pag. 228 Z. 17—25. Zus. d. H. mit Benutzung einer^ Bleistiftnotiz am 
Rande des MS. 
pag. 230 Z. 18 -1 V. u. Zus. d. H. nach der Vorlesung v. J. 1881. 
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§ 6 pag. 234 Z. 15—5 v. u. Zus. d. H. 

§ 7 pag. 236 Z. 4 V. n. — pag. 236 Z. 10 v. o. Zus. d. H. 

Z. 16—2 V. u. Ausfuhrung nach einer Notiz im MS. 
§ 10 pag. 244 Z. 23— 1 v. u. Ausführnug nach Notizen im MS. 

Vierzehnte Vorlesung. 

§ 1 pag. 247 Z. 12—1 Y. u. Zus. d. H. nach der Vorlesung vom Jahre 1883 
und einer Notiz im MS. 
pag. 248 Z. 1—33. Zus. d. H. unter Benutzung der Vorlesung vom 
Jahre 1866. 
§ 2 pag. 252 Z. 1-7 V. 0. Zus. d. H. 

pag. 252 Z. 3 V. u. — 25i Z. 4 v. o. wurde die Darstellung gegen das 
MS. verändert. 
§ 3 pag. 256—257 Z. 10 v. u. wurde die Darstellung gegen das MS. ver- 
ändert. 
§ 4 pag. 260 Z. 1 V. 0.— pag. 261 Z. ^ v. o. Zus. d. H. unter Benutzung 
der Vorlesung v. J. 1883. 
pag, 262. Zus. d. H. zum Theil unter Benutzung einiger Bemerkungen 
der Vorlesung vom Jahre 1866. 
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